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Konvergence v L
p

Věta
Necht’ µ(X ) < ∞ a 1 ≤ p < q ≤ ∞. Pak Lq(µ) ⊂ Lp(µ) a pro
fn, f ∈ Lq(µ) plat́ı:

fn
Lq

→ f =⇒ fn
Lp

→ f .
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9. p̌rednáška, 30.11.2020

Konvergence v L
p

Věta
Necht’ µ(X ) < ∞ a 1 ≤ p < q ≤ ∞. Pak Lq(µ) ⊂ Lp(µ) a pro
fn, f ∈ Lq(µ) plat́ı:

fn
Lq

→ f =⇒ fn
Lp

→ f .

Př́ıklad
f (x) = x−

1

2 lež́ı v L1(0, 1), ale nikoliv v L2(0, 1). Funkce
f (x) = x−1 lež́ı v L2(1,∞), ale nikoliv v L1(1,∞).
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Tvrzeńı
Bud’ (X ,A, µ) prostor s ḿırou a f ≥ 0 mě̌ritelná funkce na X . Pak
p̌redpis

ν : A 7→

∫
A

f dµ, A ∈ A,

definuje ḿıru na (X ,A) a pro každou mě̌ritelnou funkci g na X
plat́ı ∫

g dν =

∫
g · f dµ,

má-li jedna strana smysl.
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9. p̌rednáška, 30.11.2020

Tvrzeńı
Bud’ (X ,A, µ) prostor s ḿırou a f ≥ 0 mě̌ritelná funkce na X . Pak
p̌redpis

ν : A 7→

∫
A

f dµ, A ∈ A,

definuje ḿıru na (X ,A) a pro každou mě̌ritelnou funkci g na X
plat́ı ∫

g dν =

∫
g · f dµ,

má-li jedna strana smysl.

Poznámka
Zřejmě plat́ı: µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0, A ∈ A.
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Absolutńı spojitost měr

Definice
Bud’te µ, ν dvě ḿıry na (X ,A). Řekneme, že ḿıra ν je absolutně
spojitá vzhledem k ḿı̌re µ (ṕı̌seme ν ≪ µ), jestliže

µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0, A ∈ A.
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Absolutńı spojitost měr

Definice
Bud’te µ, ν dvě ḿıry na (X ,A). Řekneme, že ḿıra ν je absolutně
spojitá vzhledem k ḿı̌re µ (ṕı̌seme ν ≪ µ), jestliže

µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0, A ∈ A.

Tvrzeńı
Bud’te µ, ν dvě konečné ḿıry na (X ,A). Pak ν ≪ µ právě tehdy,
když

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀A ∈ A) : µ(A) < δ =⇒ ν(A) < ε.
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Radon-Nikodymova věta

Věta (Radon-Nikodym)

Bud’te µ, ν dvě σ-konečné ḿıry na (X ,A) takové, že ν ≪ µ. Pak
existuje nezáporná mě̌ritelná funkce f na X taková, že

ν(A) =

∫
A

f dµ, A ∈ A.
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Radon-Nikodymova věta

Věta (Radon-Nikodym)

Bud’te µ, ν dvě σ-konečné ḿıry na (X ,A) takové, že ν ≪ µ. Pak
existuje nezáporná mě̌ritelná funkce f na X taková, že

ν(A) =

∫
A

f dµ, A ∈ A.

Definice
Funkci f z p̌redchoźı věty nazýváme (Radon-Nikodymovou)
hustotou ḿıry ν vyhledem k µ a ṕı̌seme

f (x) =
dν

dµ
(x), x ∈ X .
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9. p̌rednáška, 30.11.2020

Důkaz R.-N. věty

Tvrzeńı
Bud’te µ, ν dvě konečné ḿıry na (X ,A) takové, že ν(A) ≤ µ(A),
A ∈ A. Pak existuje mě̌ritelná funkce f na X splňuj́ıćı 0 ≤ f ≤ 1
µ-s.v. a

ν(A) =

∫
A

f dµ, A ∈ A.

Poznámka
Hustota f = dν

dµ
je určena jednoznačně modulo ekvivalence ∼.
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