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Definice
Bud' (X, A, ) prostor s mirou a funkce f : (X, A) — R*
méFitelnd. Definujeme

1
(/rfv’du)", 1 <p<oo

Ifllp =
Iflle = inf{a>0: pu{xe X: |f(x)>a} =0},
LP(X, A ) = {F: (X,A) = (R, B fllp < oo}, 1<p<oc.

(Casto budeme psat struén& pouze LP(u) nebo LP(X).)
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Definice
Bud' (X, A, ) prostor s mirou a funkce f : (X, A) — R*
méFitelnd. Definujeme

1
(/rfv’du)", 1 <p<oo

Ifllp =
Iflle = inf{a>0: pu{xe X: |f(x)>a} =0},
LP(X, A ) = {F: (X,A) = (R, B fllp < oo}, 1<p<oc.

(Casto budeme psat struén& pouze LP(u) nebo LP(X).)

Poznamka
Plati |f| < ||f|loc p-skoro viude.
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Holderova nerovnost

Tvrzeni
Necht f € LP(n), g € L), 1 < p,q < o0,
f-geLYp) aplati

I - glls < Ifllp ll&llq-
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Holderova nerovnost

Tvrzeni
Necht f € LP(n), g € L), 1 < p,q < o0,
f-geLYp) aplati

=1. Pak

T =
Q[

I - glls < Ifllp ll&llq-

Lemma (Youngovo lemma)
Je-lia,b>0ap,q>1 takové, zve%—i—% =1, pak
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Minkowského nerovnost

Véta
Jsou-lil < p<ooaf,ge LP(u), pak také f + g € LP(u) a plati

I +&llp < [Ifllo+ llgllp-
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Minkowského nerovnost

Véta
Jsou-lil < p<ooaf,ge LP(u), pak také f + g € LP(u) a plati

I +&llp < [Ifllo+ llgllp-

Poznamka

LP(p) je tedy vektorovy prostor a || - ||, je seminorma (tedy splriuje
vlastnosti normy, s tou vyjimkou, Ze z |||, = 0 neplyne f =0).
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Prostory LP

Definice
Necht 1 < p < co. Na mnoZin& LP(p) definujeme ekvivalenci

f~g < =g u— skoro viude.

Dale klademe
LP(p) == LP(p) [~

(faktorprostor, formdln& mnoZina tfid ekvivalence ~ ).
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Prostory LP

Definice
Necht 1 < p < co. Na mnoZin& LP(p) definujeme ekvivalenci

f~g < =g u— skoro viude.

Dale klademe
LP(p) == LP(p) [~

(faktorprostor, formdln& mnoZina tfid ekvivalence ~ ).

Tvrzeni
Prol<p<ooaf,geLP(u) plati

If—gllp=0 < f~g.
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Uplnost LP

Diusledek

(LP(w), |l - lp) je normovany linedrni prostor.
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Uplnost LP

Disledek
(LP(w), |l - lp) je normovany linedrni prostor.

Véta (MA3)
Prostor LP(u) je dplny.
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Konvergence posloupnosti funkci

fo, f : X = R - typy konvergence:
» f, — f (bodové konvergence)
» f, = f (stejnomé&rnd konvergence)
Je-li specidlng (X, A, ) prostor s mirou, mdme navic:

» f, — f s.v. (konvergence skoro viude)

> fngf <~ |f,—fllp = 0 (1 < p < o0) (konvergence v LP)
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Konvergence podle miry

Definice

Bud (X, A, i) prostor s mirou a f,, f : (X, .A) — R méfitelné

funkce, n € N. Rekneme, ze funkce f,, konverguji k funkci f podle
, /v H . e

miry 1 (piSeme f, = f), jestlize

Ve >0: ILm p{x € X : |fo(x) — f(x)| > e} =0.

Véta
Prol<p<ocafy,fclP(y)plati f, 5 f = £, 55 f.

Tvrzeni (Ceby%evova nerovnost)
Necht 1 < p < oo, f € LP(u) a ¢ > 0. Pak

fP
u{xe X |f(x)| > c} < Hcﬂp.

Osma prednaska Teorie miry a integrélu 1



8. prednaska, 23.11.2020

Jegorovova véta

Véta
Necht u(X) < oo, fu, f jsou redlné méFitelné funkce na X, f, — f

p-s.v., a e > 0. Pak existuje E € A takovd, %e n(E) < e af, = f
na X\ E.

Disledek
Jestlize p(X) < oo a f,, f jsou redlné méfitelné funkce na X
takové, e f, — f p-s.v., pak fn 55 f.

Pozndmka
Funkce f, = X[n,c) konverguji bodové k nule, ale nikoliv podle miry
M. Predpoklad kone&nosti miry je tedy v Jegorovové vét& nutny.
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Tvrzeni
Jestlize f, & f na prostoru s kone¢nou mirou i, pak existuje
vybrand podposloupnost (fp,) takovd, Ze o, — f p-s.v.
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