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7. prednaska, 16.11.2020

Véta o substituci

P¥ipomenuti z analyzy: Pro funkci f : (o, f) = R a
diferencovatelnou surjektivni monoténni funkci ¢ : (a, b) — (v, 5)
plati

b B
/ F(e(x)) ()] dx = / Fly) dy.

ma-li jedna strana smysl| jako Newtoniyv integral.

Sedma prednaska Teorie miry a integrélu 1



7. prednaska, 16.11.2020

Véta o substituci

P¥ipomenuti z analyzy: Pro funkci f : (o, f) = R a
diferencovatelnou surjektivni monoténni funkci ¢ : (a, b) — (v, 5)
plati

b B
| el o= [ fv)dy.
a «
ma-li jedna strana smysl| jako Newtoniyv integral.

Pozndmka

Lebesgueova mira \" je translaéné& invariantni (tedy

A"(B + z) = A\"(B) kdykoliv B € B" a z € R"). To plyne z véty o
Jjednoznaé&nosti miry, nebot A" a mira u(B) := \"(B + z), B € B",
se shoduji na otevirenych kvadrech.
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Linearni obraz Lebesgueovy miry

Tvrzeni

Bud L :R" — R" reguldrni linedrni zobrazeni a A € B". Pak
L(A) € B" a plati \"(L(A)) = | det L|A"(A).

(plati i bez predpokladu regularity L.)

Sedma prednaska Teorie miry a integrélu 1



7. prednaska, 16.11.2020

Linearni obraz Lebesgueovy miry

Tvrzeni

Bud L :R" — R" reguldrni linedrni zobrazeni a A € B". Pak
L(A) € B" a plati \"(L(A)) = | det L|\"(A).

(plati i bez predpokladu regularity L.)

Disledek (Lebesgueova mira je izometricky invariantni)
Je-li S : R" — R" izometrie (tzn. ||S(x) — S(y)|| = |Ix — vl
x,y € R"), pak A"(S(A)) = A\"(A), Ae B".
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Linearni obraz Lebesgueovy miry

Tvrzeni

Bud L :R" — R" reguldrni linedrni zobrazeni a A € B". Pak
L(A) € B" a plati \"(L(A)) = | det L|\"(A).

(plati i bez predpokladu regularity L.)

Disledek (Lebesgueova mira je izometricky invariantni)
Je-li S : R" — R" izometrie (tzn. ||S(x) — S(y)|| = |Ix — vl
x,y € R"), pak A"(S(A)) = A\"(A), Ae B".

Disledek

Je-li W C R" afinni podprostor dimenze mensi neZ n, plati
A"(W) =0.
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Linearni obraz Lebesgueovy miry

Tvrzeni

Bud L :R" — R" reguldrni linedrni zobrazeni a A € B". Pak
L(A) € B" a plati \"(L(A)) = | det L|\"(A).

(plati i bez predpokladu regularity L.)

Disledek (Lebesgueova mira je izometricky invariantni)
Je-li S : R" — R" izometrie (tzn. ||S(x) — S(y)|| = |Ix — vl
x,y € R"), pak A"(S(A)) = A\"(A), Ae B".

Disledek

Je-li W C R" afinni podprostor dimenze mensi neZ n, plati
A"(W) =0.

Disledek (Homogenita Lebesgueovy miry)

A'(rA) = |r|"A"(A), reR, AeB".
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Definice
Necht U C R je oteviend a f : U — R" zobrazen{ tiidy C!. Pak
Jf(x) := det Df(x) je Jakobidn funkce f v bodé x, x € U.
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Definice
Necht U C R je oteviend a f : U — R" zobrazen{ tiidy C!. Pak

Jf(x) := det Df(x) je Jakobidn funkce f v bodé x, x € U.
Definice

Necht U C R" je oteviend. Zobrazeni f : U — R" je
difeomorfismus, je-li prosté, tiidy C' a plati-li Jf(x) # 0, x € U.
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Definice
Necht U C R je oteviend a f : U — R" zobrazen{ tiidy C!. Pak
Jf(x) := det Df(x) je Jakobidn funkce f v bodé x, x € U.

Definice
Necht U C R" je oteviend. Zobrazeni f : U — R" je
difeomorfismus, je-li prosté, tiidy C' a plati-li Jf(x) # 0, x € U.

Pozndmka

Z véty o inverznim zobrazeni plyne, Ze je-li f : U — R"
difeomorfismus, je obraz f(U) oteviend mnoZina a f~1 je t¥idy C*
na f(U).
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Véta o substituci

Véta
Bud U C R" otevFend, ¢ : U — R" difeomorfismus a
f:p(U) = R Lebesgueovsky méFitelnd funkce. Pak

/ F(()) | T ()] dx = / F(y) dy.
U

(V)

ma-li jedna strana smysl.
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Véta o substituci

Véta
Bud U C R" otevFend, ¢ : U — R" difeomorfismus a
f:p(U) = R Lebesgueovsky méFitelnd funkce. Pak

/ F(()) | T ()] dx = / F(y) dy.
U

(V)

ma-li jedna strana smysl.

Disledek
Je-li navic B C p(U) Lebesgueovsky méFitelnd mnoZina, plati

[ #et)|Tet b= [ flr)dy,
¢~1(B) B

ma-li jedna strana smysl.
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Pt¥iklad - poldrni soutadnice v roviné

Zobrazeni ¢ : (r,t) — (rcost,rsint) je difeomorfismus na
U= (0,00) x (—m,m), Tp(r,t) =r a plati A2(R?\ p(U)) =0,
proto

M%(B) :/ rd(r,t), BeB:.
¢ 1(B)
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