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Věta o substituci

Připomenut́ı z analýzy: Pro funkci f : (α, β) → R a
diferencovatelnou surjektivńı monotónńı funkci ϕ : (a, b) → (α, β)
plat́ı ∫

b

a

f (ϕ(x))|ϕ′(x)| dx =

∫ β

α

f (y) dy ,

má-li jedna strana smysl jako Newtonův integrál.
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Připomenut́ı z analýzy: Pro funkci f : (α, β) → R a
diferencovatelnou surjektivńı monotónńı funkci ϕ : (a, b) → (α, β)
plat́ı ∫

b

a

f (ϕ(x))|ϕ′(x)| dx =

∫ β

α

f (y) dy ,

má-li jedna strana smysl jako Newtonův integrál.

Poznámka
Lebesgueova ḿıra λn je translačně invariantńı (tedy
λn(B + z) = λn(B) kdykoliv B ∈ Bn a z ∈ R

n). To plyne z věty o
jednoznačnosti ḿıry, nebot’ λn a ḿıra µ(B) := λn(B + z), B ∈ Bn,
se shoduj́ı na otev̌rených kvádrech.
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Lineárńı obraz Lebesgueovy ḿıry

Tvrzeńı
Bud’ L : Rn → R

n regulárńı lineárńı zobrazeńı a A ∈ Bn. Pak
L(A) ∈ Bn a plat́ı λn(L(A)) = | det L|λn(A).

(plat́ı i bez p̌redpokladu regularity L.)
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L(A) ∈ Bn a plat́ı λn(L(A)) = | det L|λn(A).

(plat́ı i bez p̌redpokladu regularity L.)

Důsledek (Lebesgueova ḿıra je izometricky invariantńı)

Je-li S : Rn → R
n izometrie (tzn. ‖S(x)− S(y)‖ = ‖x − y‖,

x , y ∈ R
n), pak λn(S(A)) = λn(A), A ∈ Bn.
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n izometrie (tzn. ‖S(x)− S(y)‖ = ‖x − y‖,

x , y ∈ R
n), pak λn(S(A)) = λn(A), A ∈ Bn.

Důsledek
Je-li W ⊂ R

n afinńı podprostor dimenze menš́ı než n, plat́ı
λn(W ) = 0.
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n regulárńı lineárńı zobrazeńı a A ∈ Bn. Pak
L(A) ∈ Bn a plat́ı λn(L(A)) = | det L|λn(A).

(plat́ı i bez p̌redpokladu regularity L.)

Důsledek (Lebesgueova ḿıra je izometricky invariantńı)

Je-li S : Rn → R
n izometrie (tzn. ‖S(x)− S(y)‖ = ‖x − y‖,

x , y ∈ R
n), pak λn(S(A)) = λn(A), A ∈ Bn.

Důsledek
Je-li W ⊂ R

n afinńı podprostor dimenze menš́ı než n, plat́ı
λn(W ) = 0.

Důsledek (Homogenita Lebesgueovy ḿıry)

λn(rA) = |r |nλn(A), r ∈ R, A ∈ Bn.
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Definice
Necht’ U ⊂ R

n je otevřená a f : U → R
n zobrazeńı tř́ıdy C 1. Pak

J f (x) := detDf (x) je Jakobián funkce f v bodě x , x ∈ U.
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J f (x) := detDf (x) je Jakobián funkce f v bodě x , x ∈ U.

Definice
Necht’ U ⊂ R

n je otevřená. Zobrazeńı f : U → R
n je

difeomorfismus, je-li prosté, tř́ıdy C 1 a plat́ı-li J f (x) 6= 0, x ∈ U.
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Definice
Necht’ U ⊂ R

n je otevřená. Zobrazeńı f : U → R
n je

difeomorfismus, je-li prosté, tř́ıdy C 1 a plat́ı-li J f (x) 6= 0, x ∈ U.

Poznámka
Z věty o inverzńım zobrazeńı plyne, že je-li f : U → R

n

difeomorfismus, je obraz f (U) otev̌rená množina a f −1 je ťŕıdy C 1

na f (U).
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Věta o substituci

Věta
Bud’ U ⊂ R

n otev̌rená, ϕ : U → R
n difeomorfismus a

f : ϕ(U) → R Lebesgueovsky mě̌ritelná funkce. Pak

∫
U

f (ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

∫
ϕ(U)

f (y) dy ,

má-li jedna strana smysl.
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Bud’ U ⊂ R

n otev̌rená, ϕ : U → R
n difeomorfismus a

f : ϕ(U) → R Lebesgueovsky mě̌ritelná funkce. Pak

∫
U

f (ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

∫
ϕ(U)

f (y) dy ,

má-li jedna strana smysl.

Důsledek
Je-li nav́ıc B ⊂ ϕ(U) Lebesgueovsky mě̌ritelná množina, plat́ı

∫
ϕ−1(B)

f (ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

∫
B

f (y) dy ,

má-li jedna strana smysl.
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Př́ıklad - polárńı soǔradnice v rovině

Zobrazeńı ϕ : (r , t) 7→ (r cos t, r sin t) je difeomorfismus na
U = (0,∞)× (−π, π), Jϕ(r , t) = r a plat́ı λ2(R2 \ ϕ(U)) = 0,
proto

λ2(B) =

∫
ϕ−1(B)

r d(r , t), B ∈ B2
0.
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