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Soudinovd mira - pfipomenuti

> (X, A, un), (Y,B,v) prostory se o-kone&nymi mérami

» soudinova o-algebra:
AB:=c{AxB: Ac A, B € B}

» soudinova mira:

(n®v)(E):= /V(EX) du(x), E€c A®B

Sesta prednaska Teorie miry a integrélu 1



6. pfednaska, 9.11.2020

Symetrie souinové miry

Definice (Obraz miry)
Bud ¢: (E,&) — (F,F) méfitelné zobrazen{ a p mira na (E, ).
Pak mnozinové funkce

pet: B u(p H(B)), BEF,

je mira na (F,F) a nazyvame ji obrazem miry p pii zobrazeni ¢.
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Symetrie souinové miry

Definice (Obraz miry)
Bud ¢: (E,&) — (F,F) méfitelné zobrazen{ a p mira na (E, ).
Pak mnozinové funkce

pet B (e Y(B)), BEF,
je mira na (F,F) a nazyvame ji obrazem miry p pii zobrazeni ¢.

Tvrzeni (Symetrie souginové miry)
Plativ@pu = (u®@v)r™!, kde7: X x Y = Y x X je zdména
soufadnic, tedy T : (x,y) — (y, x).
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Fubiniova véta

Véta (Fubiniova véta)
Pro kaZdou funkci f € L*(pn @ v) plati:

/fd(u@y)

- / ( / f(x,y) dy(y)) du(x) = / ( / f(x,y) d#(X)> dv(y).
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Priklad

Uvazuime X = Y =7, A= B = P(Z), p = v je aritmetickd mira.
Definujme funkci f : Z x Z — R nasledovné:

1 pokud zo =2z > 0 nebo zo =21 — 1 < —1,

f(zi,z2) = ¢ —1 pokud zp =z <Onebozn =2 —1> -1,
0 jinak.
Plati
//f(Z]_,ZQ)d,LL(Z]_) di(z) = Z Z f(z1,22) =0,
z 7
ale

//f(Z]_,Z2)d,U,(Z2) du(z1) = Z Z f(zi,z2) = 2,

z1 22

pritom ovdem f & L*(u @ p).
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Zaplnénd soucinova mira

Prostor se souginovou mirou (X x Y, A® B, u ® v) nemusi byt
dplny, ani kdyZ prostory (X, A, 1) a (Y, B,v) jsou tplné. Ziplnény
prostor se souginovou mirou zna&ime (X x Y, ARB, u&v).
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Zaplnénd soucinova mira

Prostor se souginovou mirou (X x Y, A® B, u ® v) nemusi byt
dplny, ani kdyZ prostory (X, A, 1) a (Y, B,v) jsou tplné. Ziplnény
prostor se souginovou mirou zna&ime (X x Y, ARB, u&v).

Disledek (Fubiniova véta pro ziplné&nou sou&inovou miru)
Bud'te (X, A, u) a (Y,B,v) dva dplné prostory se o-kone&nymi
mérami. Pak pro kaZdou funkci f € L*(u&v) plati:

/ fd(u®v)

:/(/ f(x,y) dy(y)> dpu(x) :/</ f(x,y) dM(X)> dv(y).
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Soucin Lebesgueovych mér

Véta
Pro p,q € N plati:

(i) BPT9 = BP @ B9,
(i) APTT = )MP @ \9.
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Soucin Lebesgueovych mér

Véta
Pro p,q € N plati:

(i) BPT9 = BP @ B9,
(i) APTT = )MP @ \9.

Disledek (Fubiniova véta v RP9)
Pro kaZdou funkci f € L*(RPY9) plati

/f(x,y)d(x,y)Z/(/f(x,y)dy> dxz/(/f(x,y)dX> dy,

kde piSeme stru¢né dx := dA\P(x), dy := d\9(y),
d(x,y) = dAPTI(x, y).
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Fubiniova véta - disledky

Disledek
Pro mnoZinu A € BPY9 plati

APH(A) = / N(A) dx = / NP(AY) dy,
T A A

kde w1 : (x,y) — x am : (x,y) — y jsou projekce.
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Fubiniova véta - disledky

Disledek
Pro mnoZinu A € BPY9 plati

APH(A) = / N(A) dx = / NP(AY) dy,
T A A

kde w1 : (x,y) — x am : (x,y) — y jsou projekce.

Disledek
Pro funkci f € L*(RPT9) a mnoZinu A € BPt9 plati

fresten= [ (| teno)er= [ (f o)
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P¥iklad
Pro jednotkovou kouli By = {x? + y? + z2 < 1} v R3 dostdvame
podle Disledku 3

2N(By) = / (1 —2%)dz = gﬂ'.
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