
6. p̌rednáška, 9.11.2020
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Součinová ḿıra - p̌ripomenut́ı

◮ (X ,A, µ), (Y ,B, ν) prostory se σ-konečnými měrami

◮ součinová σ-algebra:

A⊗ B := σ{A× B : A ∈ A, B ∈ B}

◮ součinová ḿıra:

(µ⊗ ν)(E ) :=

∫

ν(Ex) dµ(x), E ∈ A⊗ B
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Symetrie součinové ḿıry

Definice (Obraz ḿıry)

Bud’ ϕ : (E , E) → (F ,F) měřitelné zobrazeńı a µ mı́ra na (E , E).
Pak množinová funkce

µϕ−1 : B 7→ µ(ϕ−1(B)), B ∈ F ,

je mı́ra na (F ,F) a nazýváme ji obrazem ḿıry µ při zobrazeńı ϕ.
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Symetrie součinové ḿıry

Definice (Obraz ḿıry)

Bud’ ϕ : (E , E) → (F ,F) měřitelné zobrazeńı a µ mı́ra na (E , E).
Pak množinová funkce

µϕ−1 : B 7→ µ(ϕ−1(B)), B ∈ F ,

je mı́ra na (F ,F) a nazýváme ji obrazem ḿıry µ při zobrazeńı ϕ.

Tvrzeńı (Symetrie součinové ḿıry)

Plat́ı ν ⊗ µ = (µ⊗ ν)τ−1, kde τ : X × Y → Y × X je záměna

soǔradnic, tedy τ : (x , y) 7→ (y , x).
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Fubiniova věta

Věta (Fubiniova věta)

Pro každou funkci f ∈ L∗(µ⊗ ν) plat́ı:

∫

f d(µ⊗ ν)

=

∫
(
∫

f (x , y) dν(y)

)

dµ(x) =

∫
(
∫

f (x , y) dµ(x)

)

dν(y).
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Př́ıklad

Uvažujme X = Y = Z, A = B = P(Z), µ = ν je aritmetická ḿıra.
Definujme funkci f : Z× Z → R následovně:

f (z1, z2) =











1 pokud z2 = z1 ≥ 0 nebo z2 = z1 − 1 ≤ −1,

−1 pokud z2 = z1 < 0 nebo z2 = z1 − 1 > −1,

0 jinak.

Plat́ı
∫ ∫

f (z1, z2)dµ(z1) dµ(z2) =
∑

z2

∑

z1

f (z1, z2) = 0,

ale
∫ ∫

f (z1, z2)dµ(z2) dµ(z1) =
∑

z1

∑

z2

f (z1, z2) = 2,

p̌ritom ovšem f 6∈ L∗(µ⊗ µ).
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Zúplněná součinová ḿıra

Prostor se součinovou ḿırou (X × Y ,A⊗ B, µ⊗ ν) nemuśı být
úplný, ani když prostory (X ,A, µ) a (Y ,B, ν) jsou úplné. Zúplněný
prostor se součinovou ḿırou znač́ıme (X × Y ,A⊗̂B, µ⊗̂ν).
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Zúplněná součinová ḿıra

Prostor se součinovou ḿırou (X × Y ,A⊗ B, µ⊗ ν) nemuśı být
úplný, ani když prostory (X ,A, µ) a (Y ,B, ν) jsou úplné. Zúplněný
prostor se součinovou ḿırou znač́ıme (X × Y ,A⊗̂B, µ⊗̂ν).

Důsledek (Fubiniova věta pro zúplněnou součinovou ḿıru)

Bud’te (X ,A, µ) a (Y ,B, ν) dva úplné prostory se σ-konečnými

měrami. Pak pro každou funkci f ∈ L∗(µ⊗̂ν) plat́ı:

∫

f d(µ⊗̂ν)

=

∫
(
∫

f (x , y) dν(y)

)

dµ(x) =

∫
(
∫

f (x , y) dµ(x)

)

dν(y).
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Součin Lebesgueových měr

Věta
Pro p, q ∈ N plat́ı:

(i) Bp+q = Bp ⊗ Bq,

(ii) λp+q = λp ⊗ λq.
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Součin Lebesgueových měr

Věta
Pro p, q ∈ N plat́ı:

(i) Bp+q = Bp ⊗ Bq,

(ii) λp+q = λp ⊗ λq.

Důsledek (Fubiniova věta v R
p+q)

Pro každou funkci f ∈ L∗(Rp+q) plat́ı

∫

f (x , y) d(x , y) =

∫
(
∫

f (x , y) dy

)

dx =

∫
(
∫

f (x , y) dx

)

dy ,

kde ṕı̌seme stručně dx := dλp(x), dy := dλq(y),
d(x , y) := dλp+q(x , y).
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Fubiniova věta - důsledky

Důsledek
Pro množinu A ∈ Bp+q plat́ı

λp+q(A) =

∫

π1A

λq(Ax) dx =

∫

π2A

λp(Ay ) dy ,

kde π1 : (x , y) 7→ x a π2 : (x , y) 7→ y jsou projekce.
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Fubiniova věta - důsledky

Důsledek
Pro množinu A ∈ Bp+q plat́ı

λp+q(A) =

∫

π1A

λq(Ax) dx =

∫

π2A

λp(Ay ) dy ,

kde π1 : (x , y) 7→ x a π2 : (x , y) 7→ y jsou projekce.

Důsledek
Pro funkci f ∈ L∗(Rp+q) a množinu A ∈ Bp+q plat́ı

∫

A

f (x , y) d(x , y) =

∫

π1A

(
∫

Ax

f (x , y) dy

)

dx =

∫

π2A

(
∫

Ay

f (x , y) dx

)

dy
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Př́ıklad
Pro jednotkovou kouli B1 = {x2 + y2 + z2 ≤ 1} v R

3 dostáváme
podle Důsledku 3

λ3(B1) =

∫

1

−1

π(1− z2) dz =
4

3
π.
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