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Věta o jednoznačnosti ḿıry

Definice
Řekneme, že D ⊂ P(X ) je Dynkin̊uv systém, jestliže

(i) X ∈ D,

(ii) D ∈ D =⇒ X \ D ∈ D,

(iii) Dn ∈ D, Dn po dvou disjunktńı =⇒
⋃

n
Dn ∈ D.
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Věta o jednoznačnosti ḿıry

Definice
Řekneme, že D ⊂ P(X ) je Dynkin̊uv systém, jestliže

(i) X ∈ D,

(ii) D ∈ D =⇒ X \ D ∈ D,

(iii) Dn ∈ D, Dn po dvou disjunktńı =⇒
⋃

n
Dn ∈ D.

Poznámky

◮ Dynkinův systém je uzav̌ren i na vlastńı množinové rozd́ıly:
Jsou-li A,B ∈ D, A ⊂ B , pak i B \ A ∈ D.

◮ Každá σ-algebra je žrejmě Dynkinův systém, ale ne naopak.
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δ-obal a σ-obal

Tvrzeńı

(a) Pr̊unik libovolného systému Dynkinových systémů je opět
Dynkin̊uv systém.

(b) Pro každý množinový systém S ⊂ P(X ) existuje nejmenš́ı
Dynkin̊uv systém, obsahuj́ıćı S:

δS :=
⋂

{D ⊂ P(X ) Dynkin̊uv syst.,S ⊂ D}.
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δ-obal a σ-obal

Tvrzeńı

(a) Pr̊unik libovolného systému Dynkinových systémů je opět
Dynkin̊uv systém.

(b) Pro každý množinový systém S ⊂ P(X ) existuje nejmenš́ı
Dynkin̊uv systém, obsahuj́ıćı S:

δS :=
⋂

{D ⊂ P(X ) Dynkin̊uv syst.,S ⊂ D}.

Věta
Necht’ je množinový systém S ⊂ P(X ) uzav̌ren na konečné
pr̊uniky. Pak δS = σS.
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Věta o jednoznačnosti ḿıry

Věta
Necht’ je množinový systém S ⊂ P(X ) uzav̌ren na konečné pr̊uniky
a µ, ν necht’ jsou dvě ḿıry na σS takové, že µ(S) = ν(S) pro
každou S ∈ S. Necht’ dále existuj́ı množiny An ∈ S (n ∈ N)
takové, že An ր X a µ(An) < ∞, n ∈ N. Pak µ = ν na σS.
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Věta o jednoznačnosti ḿıry

Věta
Necht’ je množinový systém S ⊂ P(X ) uzav̌ren na konečné pr̊uniky
a µ, ν necht’ jsou dvě ḿıry na σS takové, že µ(S) = ν(S) pro
každou S ∈ S. Necht’ dále existuj́ı množiny An ∈ S (n ∈ N)
takové, že An ր X a µ(An) < ∞, n ∈ N. Pak µ = ν na σS.

Důsledek
Je-li µ ḿıra na (R1,B1) taková, že µ(I ) = délka(I ) pro každý
omezený interval I , pak nutně µ = λ1.
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Součin měr

Mějme dva prostory (X ,A, µ), (Y ,B, ν) se σ-konečnými měrami.

Definice
Mě̌ritelným obdélńıkem rozuḿıme množinu A× B ⊂ X × Y , kde
A ∈ A a B ∈ B. σ-algebru

A⊗ B := σ{A× B : A ∈ A, B ∈ B}

nazýváme součinovou σ-algebrou na prostoru X × Y .
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Součin měr

Mějme dva prostory (X ,A, µ), (Y ,B, ν) se σ-konečnými měrami.

Definice
Mě̌ritelným obdélńıkem rozuḿıme množinu A× B ⊂ X × Y , kde
A ∈ A a B ∈ B. σ-algebru

A⊗ B := σ{A× B : A ∈ A, B ∈ B}

nazýváme součinovou σ-algebrou na prostoru X × Y .

Pro množinu E ∈ A⊗ B znač́ıme

Ex := {y ∈ Y : (x , y) ∈ E}, x ∈ X ,

E y := {x ∈ X : (x , y) ∈ E}, y ∈ Y

řezy množiny E .
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Součin měr (2)

Tvrzeńı
Necht’ E ∈ A⊗ B. Pak

1. Ex ∈ B pro všechna x ∈ X,

2. funkce x 7→ ν(Ex) je mě̌ritelná na (X ,A).
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Součin měr (2)

Tvrzeńı
Necht’ E ∈ A⊗ B. Pak

1. Ex ∈ B pro všechna x ∈ X,

2. funkce x 7→ ν(Ex) je mě̌ritelná na (X ,A).

Věta (Existence a jednoznačnost součinové ḿıry)

Existuje právě jedna ḿıra µ⊗ ν na (X × Y ,A⊗ B) s vlastnost́ı

(µ⊗ ν)(A× B) = µ(A) · ν(B), A ∈ A, B ∈ B

(klademe 0 · ∞ = 0).
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