Prednaska 26.10.2020

5 Integraly zavislé na parametru

V nésledujicim textu budeme pracovat s funkcemi f : T x X — R. Symbo-
lem f(-,z) a f(t, -) budeme rozumét vzdy funkei jedné proménné (znizornéné
teckou) pii pevné hodnoté (parametru) druhé proménné.

Véta 5.1 (Lebesgueova; o spojité zavislosti integralu na parametru) Bud'te
(X, A, u) prostor s mirou, T metricky prostor a f : T x X — R funkce. Necht
ddle

(i) f(t,-) je méritelnd pro kazdét € T,

(i) f(-,z) je spojitd na T pro s.v. v € X,

(iii) existuje g € L (1) takovd, Ze |f(t,-)| < g s.v. pro viechnat € T.
Pak f(t,-) € LY (u) pro viechna t € T a funkce

F:t— /f(t,x)d,u(:z:)
je spogitda na T'.

Diikaz: 7 predpokladu |f(t,-)| < g s.v. ziejmé plyne f(t,-) € LY (u), t € T.
Ozna¢me N C X mnozinu nulové miry takovou, ze f(-,x) je spojitd na T pro
vechna z € X\ N. Zvolime-li libovolnou posloupnost t; — t v T' a libovolny = €
X \ N, platf podle Heineho véty lim;_,, f(¢;,z) = f(t,x). Podle Lebesgueovy
véty (o konvergentni majoranté) plati lim; .o F'(t;) = F(t). Toto plati pro
kazdou posloupnost t; =t € T, a tedy F je spojitd na T, op¢t podle Heincho
véty. O

Véta 5.2 (Zameéna integralu a derivace) Budte (X, A, ) prostor s mirou,
I C R otevienyj interval a f: I x X — R funkce. Necht ddle

(i) f(t,-) je méFitelnd pro kazdét € I,

(ii) existuje N € A, u(N) = 0, takovd, Ze pro vSechna x € X\ N a pro vSechna
t € I existuje vlastni derivace & f(t, z),

(ili) ezistuje g € L (p) takovd, Ze pro viechna t € I, |% f(t,z)| < g(x) pro s.v.
re X,

(iv) ezistuje to € I takové, Ze f(to,-) € L (1).
Pak f(t,-) € LY () pro vSechna t € I, funkce

F:t»—)/f(t,x)du(:z:)

je diferencovatelnd na I a plati

F’(t):/%f(t,x)du(x), tel
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Dukaz: Pro libovolné a,b € I, a < b, ax € X\ N existuje podle Lagrangeovy
véty o stfedni hodnoté ¢, € (a,b) takové, ze

f(b,l‘) 7 f(avx) _ d
b—a = q/ (e
Z piedpokladu (iii) plyne, Ze funkce x — %f(cz,x) lezi v prostoru L£'(u).
Zvolime-li za jeden z bodi a,b bod tg, dostaneme f(t,-) € £!(x) pro vsechna
t € I. Uvazujme nyni libovolnou posloupnost t; =t € I, I > t; # t. Plati

. F(ty) — f(ty,z) — /
lim —2—~~ LA R AL S ks t,x) du(
o -t —t g—»oo/ t —t a ! (o) dule);

posledni rovnost plyne z Lebesgueovy véty o konvergentni majoranté a z definice
derivace. Protoze uvedena rovnost plati pro libovolnou posloupnost t; —t € I,
t; #t, dostavame F'(t) = [ 4L f(t,z)du(x), t € I. 0O

6 Lebesgueova mira na primce

Véta 6.1 Je-li f > 0 méritelnd funkce na prostoru s mirou (X, A, p) a plati-li
[fdp=0,je f=0 s..

Dukaz: OznaémeA ={z e X: f(x) > 1} Ziejme¢ A, € A, xa, <nf, a
tedy u(An) = [xa,du <n [ fdu=0,n € N. Protoze {f > 0} = (J,—; An,
ot 1 o 0) S5 Sy 2 .

Disledek: Jsou-li f,g€ L'(n), f<ga [fdu= [gdu, pak f=gs.v.

Disledek 6.2 Necht pro funkci f € £ (1) platffE fdp =0 pro kaZdou mnoZinu
E e A. Pak f =0 s.v.

Dikaz: Zvolme nejprve Ey := {f > 0}. Pak podle predpokladu plati [ f* du =
fE+ fdu =0, a protoze f+ >0, je fT = 0 s.v. podle Véty 6.1. Podobné volbou
E_ :={f < 0} odvodime, 7e f~ = 0 s.v. Pak ale musi byt f =0 s.v. O

Znageni: Budeme uvazovat restrikci (ztiplnéné) Lebesgueovy miry A! na ome-
zeny otevieny interval (a,b). Budeme znacit £!(a,b) pifslusny prostor integro-
vatelnych funkei a fab fd\' Lebesguetv integral z funkce f € L(a,b). Déle
symbolem R[a,b] zna¢ime mnozinu vSech omezenych funkei na [a,b], pro néz
existuje Riemanntv integrédl (R) f: f.

Véta 6.3 (Vztah Lebesgueova a Riemannova integrilu) Je-li f € R|a, b,
pak f € L(a,b) a [ [ = f fdit.
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Dukaz: Protoze f € Ra, b], existuje posloupnost (D,,) zjemnujicich se délent
intervalu [a, b] takové, ze

b
s(/,D.) / (R) / F FUD), n— oo

(s(f,Dn) a Z(f,Dy) znadi dolni a horni Riemanntv soucet f pres déleni D,,).

Je-li D, = {a = 3:6") < x§") < e < x,(:}

predpisem

= b}, zavedme funkce s,,S,

sp(x)=inf f, Sp(x)= sup f, xz€ (x(") x(n)], 1=1,...,kp,

i—17%q
[mgf)l,wgn)] [z,ﬁf)l,xgn)]

a Sp(x) = Sp(x) = 0 pro ostatni hodnoty = € R. Pak zfejmé plati

b b
5(f7Dn):/ S dAL, y(f,m):/ Sy dAL.

Funkce f je dle predpokladu omezend, tedy |f| < M pro néjaké M € R. Plat{
M <5 <5< < f< <5 <5 <M.

Oznaéme f1 := lim, 0 S, fo 1= lim,, o0 S, (monoténni omezend posloupnost
vzdy konverguje). Pak plati

M <s, /i <f< o/ Sn <M.

a podle zobecnéné Leviho véty tedy

b b b b
/snd)\l—>/ frd\, /Snd/\1—>/ fad\L.

Podle predpokladu ale také
b b b
[ snixt =s(2.0,) /®) [ 12 000 = [ s,ax

takze [0 frd\' = [7 fadA! = (R) [ f. Podle dissledku Véty 6.1 je fi = fa s.v.,
a ziejmé tedy také f = fi s.v. (nebot f; < f < f2), a tedy také f:fd)\l =

(R) f: f- Métitelnost f plyne z métitelnosti f; = lims,, a z Uplnosti prostoru s
mirou. O

Véta 6.4 Bud f:[a,b] — R omezend. Pak
f € Rla,b] <= f je spojitd \'-s.v. na [a,b].

[Bez dukazu; bude v navazujici prednésce]

Uvazujme nyni obecny otevieny podinterval (a,b) C R. Je-li f: (a,b) = R,
symbolem (N) f; f znatime Newtonuv integrdl z funkce f (pokud konverguje,
tedy existuje kone¢ny):

(N) / f=F(b.) - Flay)
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Véta 6.5 (Vztah Lebesgueova a Newtonova integralu) Nechf f je nezdpornd
spojitd funkee na intervalu (a,b). Potom (N) fab f konverguje prdvé tehdy, kdyz
f;fd/\l konverguge.

Dikaz: Uvazujme monoténni posloupnosti a; \, a, b; /b, i — 00, a < a; <
b; < b. Nechf F je primitivn{ funkce k funkci f na intervalu (a, b). Pak pro kazdé
i €N,

(N) /b f = F(b) - Fla;) = (R) /b f = /b fax!

podle definice Newtonova integralu, rovnosti Riemannova a Newtonova integrélu
a Veéty 6.3. Podle Leviho véty plati

b; b b
lim fd\' = lim / (f-x(ai,bi))d/\lz/ fd\t.
71— 00 a a

1—> 00 a;

Zaroven z definice Newtonova integralu je

i [ =00 [

pravé tehdy, kdyz posledné uvedeny Newtonuv integral konverguje. Tim je ekvi-
valence dokazana. O

Diisledek 6.6 Bud’ f spojitd funkce na intervalu (a,b).
1. Jestlize konverguje f: fd\Y, konverguje i (N) f: f, a to absolutné.

2. Jestlize (N) f; f konverguje absolutné, pak konverguje i j:fd)\l.

3. Pokud konverguje jak Lebesgqueuv, tak Newtonuv integrdl z funkce f, pak
oba maji stegnou hodnotu.

4. Jestlize (N) f:f konverguje neabsolutné, pak f: fd\' nemd smysl.

18



