Prednaska 19.10.2020

4 Abstraktni Lebesguetiv integral

Pro podmnozinu F C X znacime symbolem xg indikdtorovou funkci mnoziny
E,; tedy
, TEFE

z) = .
x&(T) {0, ¢ E.
Definice 4.1 Bud (X, A, p) prostor s mirou.

(a) Je-li s: (X, A) — [0,00) jednoduchd méfitelnd v kanonickém tvaru s =
Z?:l ajxe; (tedy a; >0, B = {z € X : s(x) = a;} € A), klademe

k
/ sdy = / s(x) dp(z) = Zajp(Ej).
X X =
(Je-li nékteré a; = 0, klademe a,ju(E;) = 0, tedy pouzivame konvenci
0-00=0.)
(b) Je-li f:(X,A) — [0,00] méfitelnd, klademe

/ fdu::sup{/ sdu: 0<s<f sjedn. méf.}.
X b'e

(c) Jeli f: (X, A) —» R* méfitelnd, klademe

/deu::/Xﬁdu—/Xf—du,

mé-li rozdil smysl. (Zde fT, f~ znaéf kladnou, resp. zdpornou &4st funkce
f)
Pozn.:

1. Je-li f méftitelnd a E € A, znacime

/Efdu = [ ()

Misto [ fdp piseme také pouze [ fdp.

2. Je-li f mefitelna takovd, ze [ ftdu = [f~dp = oo, pak [ fdu neni
definovan. Rikdme proto, ze (abstraktni) Lebesgueuv integral je absolutné
konvergentni (na rozdil od Newtonova integrélu).

Tvrzeni 4.1 (Monotonie integralu) Pro f,g : (X, A) — R* méritelné s
vlastnosti 0 < f < g plati 0 < [ fdp < [y gdp.

Véta 4.2 (Leviho véta) Jsou-li f, nezdporné méritelné funkce na X takové,

ge fo S, platl [ fudp 2 [ fdp (n — o0).



Dukaz: Oznacme a, := ffn dp € [0,00], a := lim,_, a, (posloupnost (a,,)
je neklesajici podle pfedchoziho tvrzeni). Zfejmé plati nerovnost a < [ fdpu.
Ukédzeme, ze také a > [ fdu.

Je-li a = oo, nerovnost ziejmé plati. Predpoklidejme tedy déle, ze a < oo.
Ukézeme, ze a > [ sdu pro kazdou jednoduchou méfitelnou funkei s < f. Pak
bude i a > [ fdp podle definice integralu.

Bud tedy 0 < s < f jednoduché méfitelnd funkce. Zvolme 0 < 7 < 1 a
oznacme

E,={xeX: f.(x)>7s(x)}

Ziejmeé E, € A, E,, C Epq1,n €N, alJ, B, = X. Podle véty o spojitosti miry
plati
p(ANE,) S u(d), AecA

Zapisme s ve tvaru s = Z?:l a;x4,, kde X = Ay U---U Ay je rozklad prostoru
X. Pak plati

/X fod

Y

[tz [ rodu= (o, )au
E, E,
k k
= TZaj,u(Aj NE,) — TZaju(Aj) = T/sd,u, n — 0o,
j=1 j=1

a tedy

n—r oo

a = lim fnd/LZT/Sd,LL.

Protoze nerovnost plati pro libovolné 7 € (0,1), plati i @ > [ sdpu, a dukaz je
hotov. O

Véta 4.3 (Fatouovo lemma) Pro funkce f, nezdporné méritelné na X platé

/ (hminf fn) dy < liminf / jam
Dukaz: Oznatme g,(z) = inf{fx(z) : &k > n}, z € X. Funkce g, jsou
méfitelné (Véta 3.6) a plati g, ' ¢ := liminf, _ fn (z definice lim inf). Podle
Leviho véty plati [g,du [ gdp. Déle ziejmé g, < fn, a tedy [gndu <

[ fadp, n € N, a limitnim prechodem dostaneme [ gdu < liminf,_ [ f, dp.
O

Definice 4.2 Oznacéme
L) = {f (X, A) = R* méf. : /fd,u je deﬁnovén} ,

= {rec: [ifldn<oo.
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Véta 4.4 (Linearita integralu) Jsou-li funkce f,g € L*(n) a o € R, pak

plati
Jardn=a[ran [¢r+odu= [ rdu+ [gan

md-li pravd strana smysl.

Pozn.:

1. Zobecnény Lebesgueuv integral je tedy linedrni funkcional na prostoru
L ().

2. Z predpokladu existence [ fdp+ [ g dp plyne, ze nemuze nastat, aby jedna
z funkci nabyvala hodnoty oo a druhd hodnoty —oco na mnoziné kladné
miry. Soucet f + g je tedy definovam skoro vsude.

Dikaz: (i) Je-li f € £*(u) ac e Rpakiaf € L*(p) a [(af)dp=af fdu
(cviceni).

(i) Bud'te f,g nezdporné jednoduché méfitelné, v kanonickém vyjadieni
f= Zle CiXE;, = 22:1 Bixr,. Pak jejich soucet mizeme zapsat jako

k

I
f+g= ZZ(%‘ + Bi)XE.nF;,
=1

i=13j
co7 je ziejmé opét jednoducha métitelnd funkce. Jeji vyjadieni vyse nemusi byt
kanonicky tvar, ale slou¢ime-li dvojice indexu (7,7), pro néz je a; + 3; stejné,

dostaneme kanonicky tvar, a ziejmé podle definice je tedy

ko

/(f +g)du = ZZ(O@- + B )u(E; N Fy).

i=1 j=1

Z aditivity miry dostaneme p(E;) = Zé‘:l w(E;NF;),i=1,...,k, apodobné
w(F;) =>" (E;NF;),j=1,...,l, a proto také podle definice

. . k l .
[fau+ [adn=3"3 0+ BB E) = [(7+9)dn.

i=1 j=1

(iii) Jsou li f, g nezédporné métitelné, pak podle Véty 3.7 existuji jednoduché
méfitelné funkee s, t, takové, ze s, N fat, S g, tedy [s,du 7 [ fdua
Jtndp /[ gdp podle Leviho véty. Ze stejného diavodu plati i [(s, +t,) du 2
[(f+g)dup. Vime jiz, ze [(sp+tn)dp = [ spdp+ [ t, du, alimitnim prechodem
(n — o0) dostaneme pozadovanou rovnost.

(iv) Bud'te nyni f,g € £*(u) libovolné. Plati

9=+ "-U+9) ==+ —9),
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tedy (f+9)"+f +g9- =(f+9)” + [T +g". Vsechny zde vystupujici funkce
jsou nezaporné, tudiz plati

/(f+9)+dﬂ+/f_le'/g_dM:/(f+g)_du+/f+du+/g+d,u.

Aby mél soucet integrala [ fdu + [ gdp smysl, musi byt bud [ f+du < o
a [gtdu < oo, nebo [ f~dp < coa g du < co. Uvazujme druhou z uve-
denych variant. Pak z nerovnosti (f+g¢)~ < f~+g plyne [(f~ +¢ )du < oo
a odectenim v8ech integrali ze zdpornych ¢édsti ve vysSe uvedené rovnosti do-
staneme pozadovany vztah [(f +g)dp = [ fdu+ [gdu. V piipadé platnosti
prvni varianty odec¢teme naopak integraly z kladnych ¢asti. O

Dasledek 4.5 Pro nezdporné meéritelné funkce f, na X plati

J (55 e

Duakaz: Podle pfedchozi véty (a poznamky) plati

n n
[ (3) =3 [ men
k=1 k=1
Limitnim pfechodem a s vyuzitim Leviho véty dostaneme tvrzeni. O

Tvrzeni 4.6 f € L'(n) = |ffd,u| < [1fldp.

Dikaz: Podle trojuhelnikové nerovnosti a definice integralu plati

‘/fdulzvﬁdu—/f_dﬂ’S/f+du+/f‘du=/|f|d,u.

Cviceni:
L f,g € L(n) = max{f,g}, min{f, g} € L (n).

2. Je-li funkce f méfitelnd a |f| < g pro néjakou funkci g € L£(p), pak i
feLlt(n).

Véta 4.7 (Zobecnéna Leviho véta) Bud'te funkce f, méfitelné na X (n €
N) takové, zZe fo S f a [ frdp > —oo. Pak [ fnodp 2 [ fdp.
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Dikaz: Je-li [ fidp = oo, tvrzeni zicjme plati. Necht tedy [ fidu € R.
Protoze 0 < f, — f1 /' f — fi1, podle Leviho véty plati [(f, — f1)du * [(f —
f1) du, a z aditivity integrlu dostaneme [ f,, du 7 [ f dp. O

Disledek 4.8 Jsou-li funkce f, méritelné, f, \, f a [ f1dp < oo, pak
S fadp ™\ [ fdp.

Definice 4.3 Bud (X, A, 1) prostor s mirou. Rekneme, Ze vlastnost V() maji
(u-)skoro vsechny body x € X (zkrdcené s.v.), jestlize {x € X : =V (x)} je
(p-)nulovd mnozina.

Tvrzeni 4.9 Necht f,g jsou méFitelné funkce na X takové, Ze f = g s.v. Pak
plati

/fd,u = /gdu, ma-li jedna strana smysl.

Dikaz: Predpoklddejme nejprve, ze f i g jsou nezaporné funkce. Je-li s < f
libovolnd méfitelnd jednoducha funkee, pak s’ := sxs—g je rovnéz jednoduchd
mcfitelnd a spliuje s’ < g a [sdu = [ &' dp. Musi tedy byt [ fdp < [gdpu.
Obracend nerovnost plyne ze symetrie. Bez predpokladu nezapornosti ukazeme
rovnost integralu z kladnych a zdpornych ¢asti (plati totiz zfejmé také f+ = g*
sv.a fT =g swv.). O
Pozn.:

1. Pro tcely integralu staci, aby funkce byla definovéna skoro vsude.

2. Necht je prostor (X, A, p) tplny. Pak z rovnosti f = g s.v. plyne

f je méfitelnd <= g je méfitelnd.

3. Pii ziplnéni prostoru s mirou se integraly definované v puvodnim prostoru
nemeni.

Véta 4.10 (Lebesgueova; o konvergentni majoranté) Bud (X, A, ) pro-
stor s mirou a fn, f méritelné funkce takové, ze f, — f s.v. Necht ddle existuje
funkee g € LY(pn) takovd, Ze |fn| < g s.v. pro viechna n € N. Pak f € L*(n) a

ffnd:u%ffd,u-

Dikaz: Priedefinujeme-li funkce f,,, f na mnoziné
{o: ful@) A f@)}u Lz [fal@)] > g(2)}
n=1

nulové miry, budou piedpoklady véty platit pro vSechna z € X. Oznac¢me

gn = 1nf{fp, fns1,--- },  hpi=sup{fn, fay1,...}, neN.
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Ziejme plati
9 g < fn<hy,<g, neN,

tedy f € LY(u), a g A f, hn N\« f, n — 00, tedy podle zobecnéné Leviho
vety plati [g,dp — [ fdpa [h,du — [ fdp. Protoze [ g,du < [ hy,dp <
[ hn dp, plati také [ f, dp — [ fdp podle véty o dvou straznicich. O

Dausledek 4.11 Jsou-li f; méFitelné, Y oo, fi konverguje s.v., a g € L' () ta-
kovd, ze | >, fi| < g s.v. pro vSechna n, pak > .| fi € L' (n) a

/@;f) d“_i/ﬁdu.
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