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Mé&¥Fitelné funkce

Véta
UvaZujme zobrazeni f : X = Y.
(i) Je-li B o-algebra na Y, pak f~1B:={f~1(B): B € B} je
o-algebra na X.
(ii) Pro libovolny mnoZinovy systém S C P(Y) plati
o(f718) = F1(0S).

Tedy mnoZinovy vzor komutuje se o-obalem.
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Definice

Bud'te (X, .A) a (Y, B) m&¥itelné prostory. Zobrazeni f : X — Y je
métitelné (vzhledem k A, B), jestlize f 1B C A. Pigeme pak
f:(X,A) = (Y,B). Je-li n&ktery z prostorii X, Y metrickym
prostorem, pak za p¥islusnou o-algebru bereme borelovskou
o-algebru. MéFitelné zobrazeni mezi dvéma metrickymi prostory
nazyvame borelovsky méFitelné nebo struéné borelovské.
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Definice

Bud'te (X, .A) a (Y, B) m&¥itelné prostory. Zobrazeni f : X — Y je
métitelné (vzhledem k A, B), jestlize f 1B C A. Pigeme pak
f:(X,A) = (Y,B). Je-li n&ktery z prostorii X, Y metrickym
prostorem, pak za p¥islusnou o-algebru bereme borelovskou
o-algebru. MéFitelné zobrazeni mezi dvéma metrickymi prostory
nazyvame borelovsky méFitelné nebo struéné borelovské.

Pozndamky

1. SloZeni dvou mé¥itelnych zobrazeni je zfejmé& mé¥itelné.

2. Jsou-li (X,.A) a (Y, B) mé¥itelné prostory a S C B libovolny
generator o-algebry B (tzn. plati-li 0§ = B), pak f : X —» Y
je m&itelné pravé tehdy, kdy? f~1S C A. (Plyne z V&ty.)

3. Je-li (X,.A) méFitelny prostor a Y metricky prostor, pak
zobrazeni f : X — Y je mé&fitelné pravé tehdy, kdyz
f~1(G) € A pro kazdou otevfenou mnozinu G C Y.
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Borelovska méFitelnost

Tvrzeni
KaZdé spojité zobrazeni mezi dvéma metrickymi prostory je
borelovsky méFitelné.
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Borelovska méFitelnost

Tvrzeni
KaZdé spojité zobrazeni mezi dvéma metrickymi prostory je
borelovsky méFitelné.

Véta
Borelovska o-algebra B" := B(R") je generovand
1. otevFenymi kvddry (tj. mnoZinami (a1, b1) X -+ x (an, bn),
—co<a<b<oo,i=1,...,n;
2. systémem S = {(—00,a1) X ... x (—00,ap) : a1,...,an € R}.
Speciding, B = o{(—0c0,a) : a € R}.
Pozndmka

Jako generator B" lze vzit rovné&Z uzavfené &i polouzavrené kvadry.
Navic sta&i vzit pouze kvadry s raciondlnimi koncovymi body.
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Véta
1. Jsou-li f : (X, A) = R" a g: (X, A) = R™ mé&fitelnd
zobrazeni, pak i (f,g) : (X, A) = R"™™ je méfitelné.
2. Jsou-lif,g : (X, A) — R" méfitelna, jsouif+gaf—g
mé¥itelnd.
3. Jsou-li f, g : (X, A) — R méfitelné funkce, jsou i f - g,
max{f, g} a min{f, g} méFitelné.
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Véta
1. Jsou-li f : (X, A) = R" a g: (X, A) = R™ mé&fitelnd
zobrazeni, pak i (f,g) : (X, A) = R"™™ je méfitelné.
2. Jsou-lif,g : (X, A) — R" méfitelna, jsouif+gaf—g
mé¥itelnd.
3. Jsou-li f, g : (X, A) — R méfitelné funkce, jsou i f - g,
max{f, g} a min{f, g} méFitelné.

Disledek
Jsou-li f, g : (X, A) — R mé&Fitelné funkce, pak lezi mnoZiny
{f<g}, {f<g}a{f=g} vo-algebre A.
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Limity mé&Fitelnych funkci

Budeme znadit R* := R U {—o0, 00},
B* := o(B* U {{—00},{00}}). B* je rovn& generovana intervaly a
pfedchozi tvrzeni pro redlné mé¥itelné funkce plati i pro

4l

“numerické” mé¥itelné funkce s hodnotami v R*.
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Limity mé&Fitelnych funkci

Budeme znadit R* := R U {—o0, 00},
B* := o(B* U {{—00},{00}}). B* je rovn& generovana intervaly a
pfedchozi tvrzeni pro redlné mé¥itelné funkce plati i pro

4l

“numerické” mé¥itelné funkce s hodnotami v R*.

Véta

Bud'te f, : (X, A) — R* mé&Fitelné, n € N. Pak jsou funkce sup, f,,
inf, f,, limsup,_, . fp a liminf,_,o f, rovnéz méritelné.

Poznamka
Z ptedchozi v&ty plyne, Ze limita mé¥Fitelnych funkci je méFitelna,
pokud existuje.
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Aproximace nezdpornych méfitelnych funkci jednoduchymi

Definice
Funkce s : X — [0, 00) je jednoducha, jestlize s(X) je kone¢na
mnozina.
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Aproximace nezdpornych méfitelnych funkci jednoduchymi

Definice
Funkce s : X — [0, 00) je jednoducha, jestlize s(X) je kone¢na

mnozina.

Véta

Je-li f : (X, A) — [0, 00] mé&Fitelnd, existuji funkce

sn: (X, A) = [0,00) jednoduché méfFitelné takové, Ze s, / f
(n — 00).
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