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1. Existence nemé&fitelné mnoZiny (opakovéni z prvni prednasky)

2. Konstrukce borelovské o-algebry transfinitni indukci (pro
informaci, nepovinné)
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Existence nemé¥itelné mnoZiny - opakovani

Véta

Existuje Lebesgueovsky neméfitelnd podmnoZina R.
Plyne z

Véta

Neexistuje mira p : P(R) — [0, oo] spliujici

(*) w(l) = délka(l) pro kaZzdy interval I,
(**) W(A+x)=wn(A), ACR, xeR.
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Sporem: necht takova p existuje.
Uvazujme ekvivalenci na R

x~y <= x—yeQ.

MnoZina A C [0, 1] necht obsahuje pravé jeden prvek z kazdé t¥idy

ekvivalence ~ (pouZivdme axiom vyb&ru!). Bud déle

QN[-1,1] ={q1,q2,. ..} okislovani raciondlnich &isel v intervalu

[—1,1]. Nyni plati:

(a) UZ1(A+qi) D [0,1] (protoze pro kazdy x € [0,1] existuje
a € Atakové, 7ze x —a € QN [—1,1], tedy x — a = g; pro
n&jaké i, &li x € A+ ),

(b) UZi(A+qi) C[-1,2],

(c) mnoziny A+ g; jsou po dvou disjunktni (i =1,2,...) (kdyby
ne, pak by A obsahovala dva ekvivalentni prvky).
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Dikaz - dokon&eni

Ze o-aditivity, (**) a (c) plyne, ze (U2 (A+ gi)) = oo jakmile
1(A) > 0, coz by bylo v rozporu s (b). Musi tedy byt p(A) = 0.
Pak ale i p(lU21(A+ qi)) =0, coz podle (a) a (*) znamena

0 > u([0,1]) = 1, tedy spor.
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Dobré usporadani

Definice
Mnozina M je dobre usporddand relaci <, jestlize

> < je tranzitivni,
» Va,be M: (a< b)V(a=b)V(b<a),
» kazda neprazdna podmnozina M ma nejmensi prvek

vzhledem k <.
P¥iklad: (N, <).
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Definice
Mnozina « je ordindl, jestlize
» («, €) je dobré usporadéni,
» kazdy prvek « je zaroven podmnozinou a.
Ord := t¥ida v8ech ordinala
P¥iklady:

0=:0, {0} =:1, {0,{0}} =:2, {0,{0},{0,{0}}} =:3,...
n=4{0,1,...,n—1}, neN
{0,1,2,...}=w, w+1l,w+2, ..., 2w, 2w+1, ...

T¥inacta prednaska Teorie miry a integrélu 1



13. pfednaska, 4.1.2021

Vlastnosti ordinalnich &isel

» ¢ e€0rd, fea = B € O0rd.

> VYo, €0rd, e f < aCp.

» Va,8€0rd, (0 €B)V(a=pB) V(B € a).

> KaZdd mnoZina ordindli je dob¥e uspotrddand relaci €
(znatime <).

» VaeOrd: a={8e€0rd: < a}.
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Véta
Je-li M mnoZina orinali, pak

supM:U{a: ae M} eOrd.
Definice

Ordinal « je ndslednik, jestlize o = 8 + 1 pro néjaky S € Ord.
Ordinal « je limitni, jestlize neni néaslednik.

P¥iklady:
naslednici: 1,2, 3,.... w4+l w+2,.... 2w+ 1,2w+2,....
limitni ordindly: w,2w, ..., w X w

w1 = nejmensi nespocetny ordinal
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Konstrukce borelovské o-algebry

X metricky prostor, G mnoZina otevfenych podmnozin X
pro S C P(X) definujme

7S = {UA,-: (Ai € S)V (AF €8), iEN}
i=1

Definujeme transfinitni indukci systém S, pro kazdy o € Ord
nasledovné:

» Sot1 =784, o € Ord.
> So = Upcq Sp, o limitni ordindl.
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Véta
S, = B(X).
Dikaz: Zfejm& G C S, C B(X). Stadi ukazat, Ze S,,, je o-algebra.

> Ac S, = AcS, pron&aky a < wy. Pak
AC € Spi1 =784, atedy AC €S,

» Necht A; € S,,, i € N. Pak A; € S,, pro n&jaky a; < wy a
vSechny mnoziny A; leZzi v S, pro o = sup; ;. Podle
konstrukce pak |J; Ai € Sa41. ProtoZe «; jsou spocetné
ordindly, téZ a, a + 1 jsou spoletné, tedy o+ 1 < ws a tudiz
U,-A,‘ S Swl.
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