
12. p̌rednáška, 21.12.2020
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21.12.2020
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Rozklad borelovské ḿıry na R

Poznámka
Každou konečnou borelovskou ḿıru µ na R lze rozložit na součet

µ = µa + µc + µd ,

kde µa ≪ λ, µd je diskrétńı a µc neatomická s vlastnost́ı µc ⊥ λ.
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Derivace distribučńı funkce a hustota

Tvrzeńı
Necht’ distribučńı funkce F konečné ḿıry µ má všude vlastńı

derivaci F ′ =: f . Pak µ ≪ λ a f = dµ
dλ

.
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Derivace distribučńı funkce a hustota

Tvrzeńı
Necht’ distribučńı funkce F konečné ḿıry µ má všude vlastńı

derivaci F ′ =: f . Pak µ ≪ λ a f = dµ
dλ

.

Poznámka
Každá monotónńı funkce, a tedy i každá distribučńı funkce, má

derivaci v λ-skoro všech bodech.
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Poznámky

◮ Podḿınka existence derivace distribučńı funkce všude neńı
nutná pro absolutńı spojitost (vzhledem k λ). Nap̌r.

F (x) =











0 x ≤ 0

x 0 ≤ x ≤ 1

1 x ≥ 1

je distribučńı funkćı absolutně spojité ḿıry µ(·) = λ(· ∩ (0, 1)).

◮ Nutnou a postačuj́ıćı podḿınkou pro absolutńı spojitost
µ ≪ λ je absolutńı spojitost distribučńı funkce F : pro každé
ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro všechna n ∈ N a
x1 < y1 < · · · < xn < yn plat́ı

n
∑

i=1

(yi − xi ) < δ =⇒
n

∑

i=1

|F (yi )− F (xi )| < ε.
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Lebesgue-Stieltjes̊uv integrál

Definice
Je-li F distribučńı funkce konečné mı́ry µ a f ∈ L1(µ), ṕı̌seme

∫

f (x) dF (x) :=

∫

f (x) dµ(x).

Je-li nav́ıc a < b, znač́ıme

∫ b

a

f (x) dF (x) :=

∫

(a,b]
f (x) dµ(x).
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Per partes pro Lebesgue-Stieltjes̊uv integrál

Věta
Jsou-li F ,G dvě distribučńı funkce a a < b, plat́ı

F (b)G (b)− F (a)G (a) =

∫ b

a

F (x−) dG (x) +

∫ b

a

G (x) dF (x),

kde F (x−) := limy→x
−

F (y).
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Př́ıklady

1. Maj́ı-li F i G derivaci na R, dostaneme z p̌redchoźı věty

[FG ]ba =

∫ b

a

F (x)G ′(x) dx +

∫ b

a

F ′(x)G (x) dx ,

což je klasický vzorec per partes.

2. Pro Cantorovu funkci FC plat́ı symetrie
FC (1− x) = 1− FC (x), x ∈ (0, 1), z čehož snadno dostaneme
∫ 1
0 FC (x) dx = 1

2 . Použit́ım vzorce per partes pak dostaneme

1 =

∫ 1

0
x dFC (x) +

∫ 1

0
FC (x) dx ,

tedy
∫ 1
0 x dFC (x) =

1
2 .
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