
11. p̌rednáška, 14.12.2020
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Distribučńı funkce

Definice
Bud’ µ konečná borelovská mı́ra na R. Pak

Fµ(x) := µ((−∞, x ]), x ∈ R

je distribučńı funkce mı́ry µ.

Tvrzeńı

(1) Fµ je neklesaj́ıćı,

(2) F (−∞) := limx→−∞ Fµ(x) = 0,
F (∞) := limx→∞ Fµ(x) < ∞,

(3) Fµ je zprava spojitá.

(Snadno plyne z monotonie a spojitosti ḿıry.)
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Korespondence distribučńıch funkćı a konečných měr

Věta
Necht’ funkce F : R → R má vlastnosti (1), (2) a (3). Pak existuje
právě jedna konečná borelovská ḿıra µ na R taková, že Fµ = F .
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Př́ıklady distribučńıch funkćı

◮ F (x) =

{

0, x < a,

1 x ≥ a,
je distribučńı funkce Diracovy ḿıry δa.

◮ Jsou-li −∞ < a1 < a2 < · · · < ak < ∞ a t1, . . . , tk > 0, pak

F (x) =











0, x < a1,

t1 + · · ·+ ti , x ∈ [ai , ai+1), i = 1, . . . , k − 1,

t1 + · · ·+ tk , x ≥ ak ,

je distribučńı funkce ḿıry µ = t1δa1 + · · ·+ tkδak .

◮ Je-li f ∈ L1(λ), f ≥ 0, pak

F (x) =

∫ x

−∞

f (t) dt, x ∈ R,

je distribučńı funkce ḿıry µ(B) =
∫

B
f (t) dt, B ∈ B(R).
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Definice
Konečná borelovská mı́ry µ na R je

◮ diskrétńı, jestliže existuje spočetná množina S ⊂ R taková,
že µ(R \ S) = 0;

◮ neatomická, jestliže µ({x}) = 0 pro každý x ∈ R.

Poznámky

1. Je-li µ zároveň diskrétńı a neatomická, je nulová.

2. Každá diskrétńı ḿıra je tvaru µ =
∑

∞

i=1 tiδai pro nějaké ti ≥ 0
a ai ∈ R,

∑

i ti < ∞.

3. µ je neatomická ⇐⇒ F je spojitá.
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Cantorovo diskontinuum

Položme C0 = [0, 1] a indukćı definujme množiny

Cn =
1

3
Cn−1 ∪

(

2

3
+

1

3
Cn−1

)

, n = 1, 2, . . .

(plat́ı C0 ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ . . . a Cn jsou neprázdné kompaktńı).
Množina

C =
∞
⋂

n=1

Cn

se nazývá Cantorovo diskontinuum. Plat́ı:

◮ λ1(C ) = 0,

◮ Č́ıslo x ∈ [0, 1] paťŕı do C právě tehdy, když je lze vyjáďrit ve
trojkovém rozvoji x =

∑

∞

j=1
xj
3j

s pomoćı č́ıslic xj ∈ {0, 2},
j = 1, 2, . . . .
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Př́ıklad: Cantorova funkce

Bud’ C ⊂ [0, 1] Cantorovo diskontinuum. Cantorovu funkci FC
definujeme následovně. Klademe FC (x) = 0 pro x ≤ 0 a FC (x) = 1
pro x ≥ 1. Dále x ∈ (0, 1) vyjáďŕıme v trojkovém rozvoji

x =
∞
∑

j=1

xj
3j

(xj ∈ {0, 1, 2}),

označ́ıme n(x) := inf{j ∈ N : xj = 1} a klademe

FC (x) :=

n(x)
∑

j=1

min{xj , 1}

2j
, x ∈ (0, 1).

Funkce FC je korektně definovaná, spojitá, neklesaj́ıćı a je
distribučńı funkćı Cantorovy ḿıry µC , která je neatomická, ale
p̌ritom je singulárńı vzhledem k Lebesgueově ḿı̌re.
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11. p̌rednáška, 14.12.2020

Rozklad ḿıry

Poznámka
Každou konečnou borelovskou ḿıru µ na R lze rozložit na součet

µ = µa + µc + µd ,

kde µa ≪ λ, µd je diskrétńı a µc neatomická s vlastnost́ı µc ⊥ λ.
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	11. prednáška, 14.12.2020

