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Distribuéni funkce

Definice
Bud' i koneénd borelovskd mira na R. Pak

Fu(x) := p((=00,x]), x€R
je distribucni funkce miry p.

Tvrzeni

(1) Fu je neklesajici,

(2) F(—00) :=limy_o Fu(x) =0,
F(00) := limy_00 Fpu(x) < 00,

(3) F, je zprava spojitd.

(Snadno plyne z monotonie a spojitosti miry.)
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Korespondence distribu¢nich funkci a kone¢nych mér

Véta
Necht funkce F : R — R m4 vlastnosti (1), (2) a (3). Pak existuje
pravé jedna konecnad borelovskd mira j1 na R takovd, Ze F, = F.
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P¥iklady distribu¢nich funkci

0, x<a, . . . . . .
> F(x)= {1 i N z je distribu&ni funkce Diracovy miry §,.

> Jsou-li —co<ag<ap<---<ap<ooaty,...,t >0, pak

0, x < ai,
F(X): t1 + -+, xe[a,-,a,-+1),i:1,...,k—1,
ti+ -t X2 ag,

je distribugni funkce miry p = t105 + - + k0,
» Je-li f € LY()), f >0, pak

F(x):/x f(t)dt, xeR,

— 00

je distribu¢ni funkce miry u(B) = [ f(t) dt, B € B(R).
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Definice
Koneéna borelovska miry p na R je

» diskrétni, jestlize existuje spo¢etna mnozina S C R takova,
ze p(R\ S) = 0;

» neatomickd, jestlize u({x}) = 0 pro kazdy x € R.

Poznamky

1. Je-li p zaroveri diskrétni a neatomicka, je nulova.

2. KaZdd diskrétni mira je tvaru p = ;2 tjd,, pro néjaké tj >0
aaieR, ) ti<oo.
3. u je neatomickd <= F je spojita.
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Cantorovo diskontinuum

Polozme Cy = [0, 1] a indukei definujme mnoziny

1 2 1
Cn:3Cn_1U<3+3Cn_1>, n:1,2,...

(plati Co D Gt D Gy D ... a C, jsou neprazdné kompaktni).

MnoZzina
o0
cC=[)G
n=1
se nazyva Cantorovo diskontinuum. Plati:
> \Y(C) =0,
» Cislo x € [0, 1] pat¥i do C pravé tehdy, kdy# je Ize vyjad¥it ve
trojkovém rozvoji x = > %, % s pomoci &islic x; € {0, 2},
j=1,2,....
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P¥iklad: Cantorova funkce

Bud C C [0,1] Cantorovo diskontinuum. Cantorovu funkci F¢
definujeme nésledovné. Klademe Fc(x) =0 pro x <0 a Fe(x) =1
pro x > 1. Déle x € (0,1) vyjad¥ime v trojkovém rozvoji

[e.e]

X:Z% (XJ € {0’1’2})7

j=1
oznatime n(x) :=inf{j € N: x; = 1} a klademe

abg min{x;, 1}
Fe(x) =) 27/ x € (0,1).
j=1
Funkce F¢ je korektn& definovand, spojitd, neklesajici a je
distribu¢ni funkci Cantorovy miry ¢, kterd je neatomicka, ale
pfitom je singuldrni vzhledem k Lebesgueové mite.
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Rozklad miry

Poznamka
KaZdou konecnou borelovskou miru 1 na R Ize rozloZit na soucet

W= fa + fe + ld,

kde 1 < A, g je diskrétni a e neatomicka s vlastnosti pe L .
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