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Radon-Nikodymova véta - pfipomenuti

Véta (Radon-Nikodym)

Bud'te ji, v dv& o-kone&¢né miry na (X, A) takové, Ze v < p. Pak
existuje nezaporna mé¥itelnd funkce f na X takova, Ze

I/(A):/fd,u, Aec A
A

Pozndamka
Hustota f = Z—Z Jje uréena jednoznaéné modulo ekvivalence ~.
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Tvrzeni
Bud'te ji, v dv& kone&né miry na (X, A) takové, Ze v(A)
A € A. Pak existuje mé¥itelnd funkce f na X spliiujici 0
[-S.v. a

1(A),
f<1

<
<

MM:/f@,AeA
A
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Singularni miry

Definice

Rekneme, Ze dv& miry ju,v na témze métitelném prostoru (X, .A)
Jsou vzdjemné singuldrni (piseme p L v), jestliZe existuje mnoZina
S € A takovd, Ze u(S) =0av(X\S)=0.

Desata prednaska Teorie miry a integrélu 1



10. pfednaska, 7.12.2020

Singularni miry

Definice
Rekneme, Ze dv& miry pi,v na témZe méfitelném prostoru (X, .A)
Jsou vzdjemné singuldrni (piseme p L v), jestliZe existuje mnoZina
S € A takovd, Ze u(S) =0av(X\S)=0.
Ptiklady

» Je-lix # y, pak pro Diracovy miry plati 6, L 0,,.

> A 1§, pro kaZdy x € R.

> M\ |, kde p je aritmetickd mira na mnoZiné celych &isel.
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Rozklad miry na absolutné spojitou a singuldrni &ast

Véta

Bud'te j1, v dvé o-kone&né miry na témZe méFitelném prostoru. Pak
existuje rozklad v = v, + vs na miry v,, vs takovy, Ze v, < 1 a

vs L u. Miry v, a vs jsou jednoznacné urleny.
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Rozklad miry na absolutné spojitou a singuldrni &ast

Véta

Bud'te j1, v dvé o-kone&né miry na témZe méFitelném prostoru. Pak
existuje rozklad v = v, + vs na miry v,, vs takovy, Ze v, < 1 a

vs L u. Miry v, a vs jsou jednoznacné urleny.

Pozndamka
Mira v, se nazyva absolutné spojitd ¢ast a mira vs singuldrni &ast
miry v vzhledem k p.
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Pramira na algebre

Definice
Necht X # () a A je algebra podmnozin X. Rekneme, ze funkce
i: A —[0,00] je pramira, jestlize
(i) () =0,
(i) pro libovolné mnoziny A; € A po dvou disjunktni a takové,
ze 1J72; Aj € A, plati

(UA) iﬂ (Ai).

i=1

Pozndmka
[l je zFejmé& monotonni.
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Priklad

MnoZinova funkce

0, A C N konetn3,
00, A C N nekonetna

je kone&né aditivni mnoZzinova funkce na P(N), kterd neni
o-aditivni.
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Véta o rozsireni miry

Véta (Hahn-Kolmogorov)

Bud' [i pramira na algebfe A podmnoZin mnoZiny X. Pak existuje
mira u na o A takovd, Ze i = p na A. Je-li [i o-konecnd, je u
jednoznacné urcena.

[Bez ditkazu (bude v navazujici pfednaice)]
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Spojitost v prazdné mnoZziné

Tvrzeni
Bud' i : A — [0,00) kone&nd, kone&né& aditivni funkce na algebre
A splitujici fi(0) = 0. Pak i je o-aditivni pravé tehdy, kdyZ

Aie A AN = [i(A) = 0. (1)

Pozndmka
Vlastnosti (1) se Fikd spojitost [i v prdzdné mnoZiné.
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Priklad

So:={0tu{(a,b]: a€[-00,00),beR}U{(a,00): a€
[—00, 00),
Ap := {konena sjednoceni prvki z Sp}
> Ap je algebra
> X(A) := soutet délek intervalii v A, A € Ag, je pramira
> roziitenim A na 0. Ag = B(R) je Lebesgueova mira AL.
» Polozme pro A € Ag

A=
ﬂ(A)::{i A;«égj

i je zfejmé pramira, nema ale jednozna¢né rozsi¥eni na o Ag.
Jednim moZnym rozsitenim je mira definovand stenym
predpisem jako fi (tedy O pro prazdnou mnoZinu a oo pro
vdechny neprazdné mnoZiny), jinym rozsi¥enim je aritmetickd
mira, nebo jeji libovolny kladny ndsobek.
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Priklad

>
>
>
>
>
>
| 2

X :={0,1}" (posloupnosti 0 — 1)

My : X — {0,1}" projekce do prvnich n soufadnic (n € N)
A=, N, (P{0,1}") - algebra

(N5 1(B)) = =g®

i - konetné& aditivni mnoZinova funkce na A

i je spojitd v prdzdné mnoZing, tedy o-aditivni

Podle Hahn-Kolmogorovovy véty tedy existuje jeji
jednoznaéné rozsifeni na miru p na B := o A.

v

1 je pravdépodobnostni mira a ma vyznam rozloZeni
pravdépodobnosti pro posloupnost nezavislych opakovani
pokusu hodu minci.
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Diikaz spojitosti v prazdné mnoziné

Na mnoZin€ X zavedeme metriku
— |xi — yil
d(va) ::Z%a X7}/€X-
i=1

Potfebujeme tyto znalosti z matematické analyzy:

1. Konvergence posloupnosti v (X, d) je ekvivalentni konvergenci
posloupnosti viech soufadnic.

2. (X, d) je kompaktni metricky prostor.

3. Kazda mnoZina A € A je otevfena i uzaviend v (X, d).
Jsou-li A, € A takové, ze A, \ 0, pak z kompaktnosti A, plyne,
7e existuje ng takové, ze A, = () pro n > ng. Pak ale jist&
ii(Ap) — 0, je tedy spln&na podminka (1) a tudiZ fi je pramira.
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