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Radon-Nikodymova věta - p̌ripomenut́ı

Věta (Radon-Nikodym)

Bud’te µ, ν dvě σ-konečné ḿıry na (X ,A) takové, že ν ≪ µ. Pak
existuje nezáporná mě̌ritelná funkce f na X taková, že

ν(A) =

∫

A

f dµ, A ∈ A.

Poznámka
Hustota f = dν

dµ
je určena jednoznačně modulo ekvivalence ∼.
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Tvrzeńı
Bud’te µ, ν dvě konečné ḿıry na (X ,A) takové, že ν(A) ≤ µ(A),
A ∈ A. Pak existuje mě̌ritelná funkce f na X splňuj́ıćı 0 ≤ f ≤ 1
µ-s.v. a

ν(A) =

∫

A

f dµ, A ∈ A.
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Singulárńı ḿıry

Definice
Řekneme, že dvě ḿıry µ, ν na témže mě̌ritelném prostoru (X ,A)
jsou vzájemně singulárńı (ṕı̌seme µ ⊥ ν), jestliže existuje množina
S ∈ A taková, že µ(S) = 0 a ν(X \ S) = 0.
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Singulárńı ḿıry

Definice
Řekneme, že dvě ḿıry µ, ν na témže mě̌ritelném prostoru (X ,A)
jsou vzájemně singulárńı (ṕı̌seme µ ⊥ ν), jestliže existuje množina
S ∈ A taková, že µ(S) = 0 a ν(X \ S) = 0.

Př́ıklady

◮ Je-li x 6= y, pak pro Diracovy ḿıry plat́ı δx ⊥ δy .

◮ λ1 ⊥ δx pro každý x ∈ R.

◮ λ1 ⊥ µ, kde µ je aritmetická ḿıra na množině celých č́ısel.
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Rozklad ḿıry na absolutně spojitou a singulárńı část

Věta
Bud’te µ, ν dvě σ-konečné ḿıry na témže mě̌ritelném prostoru. Pak
existuje rozklad ν = νa + νs na ḿıry νa, νs takový, že νa ≪ µ a
νs ⊥ µ. Mı́ry νa a νs jsou jednoznačně určeny.
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Rozklad ḿıry na absolutně spojitou a singulárńı část

Věta
Bud’te µ, ν dvě σ-konečné ḿıry na témže mě̌ritelném prostoru. Pak
existuje rozklad ν = νa + νs na ḿıry νa, νs takový, že νa ≪ µ a
νs ⊥ µ. Mı́ry νa a νs jsou jednoznačně určeny.

Poznámka
Mı́ra νa se nazývá absolutně spojitá část a ḿıra νs singulárńı část
ḿıry ν vzhledem k µ.
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Praḿıra na algeb̌re

Definice
Necht’ X 6= ∅ a A je algebra podmnožin X . Řekneme, že funkce

µ̃ : A → [0,∞] je praḿıra, jestliže

(i) µ̃(∅) = 0,

(ii) pro libovolné množiny Ai ∈ A po dvou disjunktńı a takové,

že i
⋃

∞

i=1
Ai ∈ A, plat́ı

µ̃

(

∞
⋃

i=1

Ai

)

=

∞
∑

i=1

µ̃(Ai ).

Poznámka
µ̃ je žrejmě monotónńı.
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10. p̌rednáška, 7.12.2020

Př́ıklad

Množinová funkce

µ̃(A) :=

{

0, A ⊂ N konečná,

∞, A ⊂ N nekonečná

je konečně aditivńı množinová funkce na P(N), která neńı
σ-aditivńı.
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Věta o rozš́ı̌reńı ḿıry

Věta (Hahn-Kolmogorov)

Bud’ µ̃ praḿıra na algeb̌re A podmnožin množiny X . Pak existuje
ḿıra µ na σA taková, že µ̃ = µ na A. Je-li µ̃ σ-konečná, je µ

jednoznačně určena.

[Bez důkazu (bude v navazuj́ıćı p̌rednášce)]
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Spojitost v prázdné množině

Tvrzeńı
Bud’ µ̃ : A → [0,∞) konečná, konečně aditivńı funkce na algeb̌re
A splňuj́ıćı µ̃(∅) = 0. Pak µ̃ je σ-aditivńı právě tehdy, když

Ai ∈ A, Ai ց ∅ =⇒ µ̃(Ai ) → 0. (1)

Poznámka
Vlastnosti (1) se ř́ıká spojitost µ̃ v prázdné množině.
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Př́ıklad

S0 := {∅} ∪ {(a, b] : a ∈ [−∞,∞), b ∈ R} ∪ {(a,∞) : a ∈
[−∞,∞),
A0 := {konečná sjednoceńı prvk̊u z S0}
◮ A0 je algebra
◮ λ̃(A) := součet délek interval̊u v A, A ∈ A0, je praḿıra
◮ rozš́ı̌reńım λ̃ na σA0 = B(R) je Lebesgueova ḿıra λ1.
◮ Položme pro A ∈ A0

µ̃(A) :=

{

0, A = ∅,

∞, A 6= ∅.

µ̃ je žrejmě praḿıra, nemá ale jednoznačné rozš́ı̌reńı na σA0.
Jedńım možným rozš́ı̌reńım je ḿıra definovaná steným
p̌redpisem jako µ̃ (tedy 0 pro prázdnou množinu a ∞ pro
všechny neprázdné množiny), jiným rozš́ı̌reńım je aritmetická
ḿıra, nebo jej́ı libovolný kladný násobek.
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Př́ıklad

◮ X := {0, 1}N (posloupnosti 0− 1)

◮ Πn : X → {0, 1}n projekce do prvńıch n soǔradnic (n ∈ N)

◮ A :=
⋃

∞

n=1
Π−1
n (P{0, 1}n) - algebra

◮ µ̃(Π−1
n (B)) := cardB

2n

◮ µ̃ - konečně aditivńı množinová funkce na A

◮ µ̃ je spojitá v prázdné množině, tedy σ-aditivńı

◮ Podle Hahn-Kolmogorovovy věty tedy existuje jej́ı
jednoznačné rozš́ı̌reńı na ḿıru µ na B := σA.

◮ µ je pravděpodobnostńı ḿıra a má význam rozložeńı
pravděpodobnosti pro posloupnost nezávislých opakováńı
pokusu hodu minćı.
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Důkaz spojitosti v prázdné množině

Na množině X zavedeme metriku

d(x , y) :=

∞
∑

i=1

|xi − yi |

2i
, x , y ∈ X .

Poťrebujeme tyto znalosti z matematické analýzy:

1. Konvergence posloupnosti v (X , d) je ekvivalentńı konvergenci
posloupnost́ı všech soǔradnic.

2. (X , d) je kompaktńı metrický prostor.

3. Každá množina A ∈ A je otev̌rená i uzav̌rená v (X , d).

Jsou-li An ∈ A takové, že An ց ∅, pak z kompaktnosti An plyne,
že existuje n0 takové, že An = ∅ pro n > n0. Pak ale jistě
µ̃(An) → 0, je tedy splněna podḿınka (1) a tud́ıž µ̃ je praḿıra.
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