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1. ptednaska, 5.10.2020

Uvod, motivace

P¥ipomenuti:

» Riemanniv, Newtondyv integral, geometricky vyznam plochy
pod grafem

» Ne v8echny funkce jsou "integrovatelné”, ne vechny mnoZiny
" mé&itelné”

» Obecnd konstrukce: nejprve mira (mnoZinova funkce), z ni je
odvozen integrél (aproximace po &astech konstantnimi
funkcemi).
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P¥iklad (Banach-Tarského paradox)

Jednotkova koule v R3 miiZe byt rozd&lena na kone&n& mnoho
disjunktnich &asti, které mohou byt sloZzeny (pouZitim posuni a
rotaci) do dvou disjunktnich jednotkovych kouli.

Poznamky:
P Casti nejsou “méFitelné”

P rozklad existuje jen za ptedpokladu axiomu vybéru
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Vlastnosti, které chceme po “mi¥e” u:
(1) (@) =0, u(A) = 0 VA,

(2) (U, An) =>_, 1(An) pro po dvou disjunktni mnoZiny
A Ag, ...

Problém - které mnoZiny jsou " méfitelné”, neboli Dy =7
Véta

Neexistuje . : P(R) — [0, oo] spliiujici (1), (2) a
(3) w(l) = délka(l)

pro kaZdy interval I,
(4) w(A+x) = p(A)

,ACR, x e R,
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Prostor s mirou

Bud X libovolnd neprdzdnd mnoZina. Symbolem
P(X)={A: AC X} znatime potenéni mnoZinu mnoziny X.
Definice
A C P(X) je o-algebra na X, jestlize
(i) 0,X € A
(i) Ac A = X\ Aec A;
(i) Aie A, ieN = U,-A,' € A
A C P(X) je algebra, splauje-li (1), (2) a
(i) ABe A = AUBe A

Pozndamka
Algebra je uzavfend na kone&né mnoZinové operace (prinik,
sjednocenti, rozdil), o-algebra na spotetné mnoZinové operace.
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P¥iklady
> {0, X}, P(X) jsou o-algebry na X.

> A={0,{1},{2,3},{1,2,3}} je o-algebra na X = {1,2,3}.

» A={ACN: Akonetnd nebo N\ A kone¥na} je algebra na
N, ale neni to o-algebra.

Véta
Bud'te A, : o € | o-algebry na mnoZin& X, p¥itom | je libovolnd
indexovd mnoZina. Pak (1, Ao je o-algebra na X.

Diusledek

Pro libovolny mnoZinovy systém S C P(X) existuje nejmensi
o-algebra ¢S obsahujici S.
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Borelovské mnoziny

Definice

Bud (X, p) metricky prostor a G systém vdech otev¥enych
podmnozin X. Pak B(X) := oG nazyvdme borelovskou o-algebrou
na X.

Ptiklady

Ndsledujici mnozinové systémy spadaji do borelovské o-algebry:
> F - systém uzavfenych mnoZin
> G5 - spoletné priiniky otevfenych mnoZin
> F, - spoletna sjednoceni uzavfenych mnoZin
» (s, - spoletnd sjednoceni mnozin z Gs
>
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Poznamka

> Je obtiZné popsat t¥idu borelovskych mnoZin konstruktivng (je
tfeba transfinitni indukce).

» Ne v8echny mnoZiny jsou borelovské. Plati dokonce
card B(R) = ¢ < 2° = card P(R),

tedy neborelovskych podmnoZin R je vice nez borelovskych.
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Prostor s mirou

Definice

(X,.A) je mé&Fitelny prostor, jestlize X je neprazdnd mnoZzina a A je

o-algebra na X.

w je mira na (X, .A), jestlize u : A — [0, 0] spliiuje

(a) u(®) =0,

(b) A;j € A po dvou disjunktni (i € N) = pu(lJ; Ai) =>_; n(Ai)
(o-aditivita).

Trojici (X, A, ) nazyvame prostor s mirou.

Pozndamka
Z vlastnosti (b) a z nezdpornosti plyne monotonie miry: A, B € A,
AC B = u(A) < u(B).
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Priklady
» u(A) =0 VA € P(X) - nulovd mira (u = 0)
> pro x € X pevny poloZme

0 x¢A,
5X(A):{1 XiA..

dx se nazyva Diracova mira v bodé x.
> Mira

1(A) =

card(A) A C X konetnd,
00 A C X nekonetna.

se nazyva aritmetickd mira na X.
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Definice

(i) w je borelovska mira na metrickém prostoru X, je-li to mira na
(X, B(X)).

(i) Mira u na (X,.A) je kone¢nd, jestlize pu(X) < oc.
X, A

(iii) Mira p na (X,.A) je o-konecna, jestlize existuji E, € A
takové, ze X =, E, a p(En) < oo pro kazdé n € N.
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Spojitost miry

Véta (Spojitost miry)
Bud (X, A, j1) prostor s mirou, A; € A, i € N.
1. AiCA C-- = pu(A) /" ulU; A),
2. u(Ar) <00, A1 DA D - = pulA) N\ () Ai)-

Jan Rataj Teorie miry a integralu 1



1. ptednaska, 5.10.2020

Nulové mnozZiny

Definice

Bud (X, A, i) prostor s mirou. Rekneme, Ye N C X je nulovd
mnoZina, jestlize existuje A € A takova, ze u(A)=0a N C A.
Symbolem N zna&ime systém viech nulovych mnoZin. ddle znatime

Ag = (AUN)
ziiplnénou o-algebru A vzhledem k mi¥e u.
Poznamka

N je o-idedl, tedy systém mnoZin uzavfeny na podmnoZiny a
spoletna sjednoceni.
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Zaplnéni miry

Véta (Zipln&ni miry)
Je déan prostor s mirou (X, A, ). Pak plati:

1. Ap={BcCc X:3Ae A BAAc N} (symbolem A znaime
symetrickou diferenci mnoZin).

2. Miru p Ize jednozna&né rozsi¥it na prostor (X, Ag) (zna&ime
opét 1).

V prostoru (X, Ag, it) jsou viechny nulové mnoZiny méfitelné.
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Lebesgueova mira

Véta (Lebesgueova mira)

Existuje pravé jedna borelovska mira \" na R" takovd, Ze pro
vSechna —oo < aj < bj < o0, i=1,...,n, plati

/\"([al, bl] X e X [a,,, bn]) = (b1 — 31) L (bn — a,,).

Pozndamky

1. Lebesgueova mira je zfejmé o-konelna.

2. Znatime Bj ziplnéni B" vzhledem k A\". Plati
B" C B < P(R").

3. Lebesgueova mira je reguldrni v tomto smyslu (diikaz bude
pozdéji): Ke kaZdé E € By a pro kaZdé ¢ > 0 existuji G
otevfend, F uzavfend, F C E C G, \"(G\ F) <e.
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