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Úvod, motivace

Připomenut́ı:

◮ Riemannův, Newtonův integrál, geometrický význam plochy
pod grafem

◮ Ne všechny funkce jsou ”integrovatelné”, ne všechny množiny
”mě̌ritelné”

◮ Obecná konstrukce: nejprve ḿıra (množinová funkce), z ńı je
odvozen integrál (aproximace po částech konstantńımi
funkcemi).
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1. p̌rednáška, 5.10.2020

Př́ıklad (Banach-Tarského paradox)

Jednotková koule v R3 může být rozdělena na konečně mnoho
disjunktńıch část́ı, které mohou být složeny (použit́ım posunů a
rotaćı) do dvou disjunktńıch jednotkových kouĺı.

Poznámky:

◮ části nejsou “mě̌ritelné”

◮ rozklad existuje jen za p̌redpokladu axiomu výběru
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Vlastnosti, které chceme po “ḿı̌re” µ:

(1) µ(∅) = 0, µ(A) ≥ 0 ∀A,

(2) µ(
⋃

n
An) =

∑

n
µ(An) pro po dvou disjunktńı množiny

A1,A2, . . ..

Problém - které množiny jsou ”mě̌ritelné”, neboli Dµ =?

Věta
Neexistuje µ : P(R) → [0,∞] splňuj́ıćı (1), (2) a

(3) µ(I ) = délka(I ) pro každý interval I ,

(4) µ(A+ x) = µ(A), A ⊂ R, x ∈ R.
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Prostor s ḿırou

Bud’ X libovolná neprázdná množina. Symbolem
P(X ) = {A : A ⊂ X} znač́ıme potenčńı množinu množiny X .

Definice
A ⊂ P(X ) je σ-algebra na X , jestliže

(i) ∅,X ∈ A;

(ii) A ∈ A =⇒ X \ A ∈ A;

(iii) Ai ∈ A, i ∈ N =⇒
⋃

i
Ai ∈ A.

A ⊂ P(X ) je algebra, splňuje-li (1), (2) a

(iii’) A,B ∈ A =⇒ A ∪ B ∈ A.

Poznámka
Algebra je uzav̌rená na konečné množinové operace (pr̊unik,
sjednoceńı, rozd́ıl), σ-algebra na spočetné množinové operace.
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Př́ıklady

◮ {∅,X}, P(X ) jsou σ-algebry na X .

◮ A = {∅, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3}} je σ-algebra na X = {1, 2, 3}.

◮ A = {A ⊂ N : A konečná nebo N \ A konečná} je algebra na
N, ale neńı to σ-algebra.

Věta
Bud’te Aα : α ∈ I σ-algebry na množině X , p̌ritom I je libovolná
indexová množina. Pak

⋂

α∈I
Aα je σ-algebra na X .

Důsledek
Pro libovolný množinový systém S ⊂ P(X ) existuje nejmenš́ı
σ-algebra σS obsahuj́ıćı S.
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Borelovské množiny

Definice
Bud’ (X , ρ) metrický prostor a G systém všech otev̌rených
podmnožin X . Pak B(X ) := σG nazýváme borelovskou σ-algebrou
na X .

Př́ıklady

Následuj́ıćı množinové systémy spadaj́ı do borelovské σ-algebry:

◮ F - systém uzav̌rených množin

◮ Gδ - spočetné pr̊uniky otev̌rených množin

◮ Fσ - spočetná sjednoceńı uzav̌rených množin

◮ Gδσ - spočetná sjednoceńı množin z Gδ

◮ . . .
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Poznámka

◮ Je obt́ıžné popsat ťŕıdu borelovských množin konstruktivně (je
ťreba transfinitńı indukce).

◮ Ne všechny množiny jsou borelovské. Plat́ı dokonce

cardB(R) = c < 2c = cardP(R),

tedy neborelovských podmnožin R je v́ıce než borelovských.
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Prostor s ḿırou

Definice
(X ,A) je mě̌ritelný prostor, jestliže X je neprázdná množina a A je
σ-algebra na X .
µ je ḿıra na (X ,A), jestliže µ : A → [0,∞] splňuje

(a) µ(∅) = 0,

(b) Ai ∈ A po dvou disjunktńı (i ∈ N) =⇒ µ(
⋃

i
Ai ) =

∑

i
µ(Ai )

(σ-aditivita).

Trojici (X ,A, µ) nazýváme prostor s ḿırou.

Poznámka
Z vlastnosti (b) a z nezápornosti plyne monotonie ḿıry: A,B ∈ A,
A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B).
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Př́ıklady

◮ µ(A) = 0 ∀A ∈ P(X ) - nulová ḿıra (µ = 0)

◮ pro x ∈ X pevný položme

δx(A) =

{

0 x 6∈ A,

1 x ∈ A.
.

δx se nazývá Diracova ḿıra v bodě x .

◮ Mı́ra

µ(A) =

{

card(A) A ⊂ X konečná,

∞ A ⊂ X nekonečná.

se nazývá aritmetická ḿıra na X .
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Definice

(i) µ je borelovská ḿıra na metrickém prostoru X , je-li to ḿıra na
(X ,B(X )).

(ii) Mı́ra µ na (X ,A) je konečná, jestliže µ(X ) < ∞.

(iii) Mı́ra µ na (X ,A) je σ-konečná, jestliže existuj́ı En ∈ A
takové, že X =

⋃

n
En a µ(En) < ∞ pro každé n ∈ N.
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Spojitost ḿıry

Věta (Spojitost ḿıry)

Bud’ (X ,A, µ) prostor s ḿırou, Ai ∈ A, i ∈ N.

1. A1 ⊂ A2 ⊂ · · · =⇒ µ(Ai ) ր µ(
⋃

i
Ai ),

2. µ(A1) < ∞, A1 ⊃ A2 ⊃ · · · =⇒ µ(Ai ) ց µ(
⋂

i
Ai ).
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Nulové množiny

Definice
Bud’ (X ,A, µ) prostor s ḿırou. Řekneme, že N ⊂ X je nulová
množina, jestliže existuje A ∈ A taková, že µ(A) = 0 a N ⊂ A.
Symbolem N znač́ıme systém všech nulových množin. dále znač́ıme

A0 := σ(A ∪N )

zúplněnou σ-algebru A vzhledem k ḿı̌re µ.

Poznámka
N je σ-ideál, tedy systém množin uzav̌rený na podmnožiny a
spočetná sjednoceńı.
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Zúplněńı ḿıry

Věta (Zúplněńı ḿıry)

Je dán prostor s ḿırou (X ,A, µ). Pak plat́ı:

1. A0 = {B ⊂ X : ∃A ∈ A,B△A ∈ N} (symbolem △ znač́ıme
symetrickou diferenci množin).

2. Mı́ru µ lze jednoznačně rozš́ı̌rit na prostor (X ,A0) (znač́ıme
opět µ).

3. V prostoru (X ,A0, µ) jsou všechny nulové množiny mě̌ritelné.
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Lebesgueova ḿıra

Věta (Lebesgueova ḿıra)

Existuje právě jedna borelovská ḿıra λn na Rn taková, že pro
všechna −∞ < ai < bi < ∞, i = 1, . . . , n, plat́ı

λn([a1, b1]× · · · × [an, bn]) = (b1 − a1) · . . . · (bn − an).

Poznámky

1. Lebesgueova ḿıra je žrejmě σ-konečná.

2. Znač́ıme Bn

0
zúplněńı Bn vzhledem k λn. Plat́ı

Bn ( Bn

0
( P(Rn).

3. Lebesgueova ḿıra je regulárńı v tomto smyslu (důkaz bude
později): Ke každé E ∈ Bn

0
a pro každé ε > 0 existuj́ı G

otev̌rená, F uzav̌rená, F ⊂ E ⊂ G, λn(G \ F ) < ε.
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