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PREDNASKA 24.4.2020 (NAHRANA NA VIDEO)
4. METRICKE PROSTORY

Definice 4.1. Metricky prostor je usporddand dvojice (X, d), kde X je neprdzdna
mnozina a d : X x X — [0,00) (metrika) je zobrazeni s vlastnostmi:

(1) dz,y) =0 < = =y;

(2) d(z,y) = d(y,x) Yo,y € X;

(3) d(x, z) < d(z,y) +d(y,z) Ya,y,z € X (trojuhelnikovd nerovnost).
Priklady:
(1) R, d(z,y) = |z —yl.

A1)

(2) (V,] - ||) normovany linedrni prostor, d(z,y) = ||z — y||.

( ) X 75 0, d(xz,y) =1proz #yad(z,y) =0 pro T =y - diskrétnd metrika.
(4) X ={f:[0,1] = R spoj.}, d(f,g) = sup{|f(x) — g(x)| : = € [0, 1]}.

(5) d(z,y) = (r —y)? neni metrika na R.

Definice 4.2. Metriky d; a ds na X jsou ekvivalentni, jestlize existuji ¢isla Cy, Cy >
0 takova, ze
Cidy(z,y) < di(,y) < Cada(z,y), z,y € X.

Pozn.: Relace ”"byti ekvivalentni” je ekvivalence na mnoziné vSech metrik na X.

Definice 4.3. Necht 2,2 € X, n € N. Rekneme, ze x, — 2 v (X,d), jestlize
d(xp,z) = 0 (n — 00).

Pozn.: Kazda posloupnost v metrickém prostoru ma nejvyse jednu limitu.
Tvrzeni 4.1. Jsou-li dy,ds dvé ekvivalentni metriky na X a x,,x € X, plati

Ty =2 v (X,d1) <= z, >z v (X, d2).
Diikaz. Necht z,, — x v (X, dy). Pak pro kazdé € > 0 existuje ng takové, Ze pro
vsechna n > ng je di(z,, x) < e. Z ekvivalence metrik plyne, ze pak také da(x, z,,) <
Crldy(x,2,) < O e, a tedy x, — x 1 v (X,dy). Obrdcend implikace se dokaze
symetrickym zpusobem. (|
Tvrzeni 4.2. V metrickém prostoru plati:

Tp = T, Yn =Y = d(Tn,yn) = d(z,y).
Diikaz. S vyuzitim trojihelnikové nerovnosti dostaneme:

(@, yn) — d(2,y) = (d(@n, yn) — d(2n,y)) + (d(zn,y) — d(z,y))
< d(yn,y) +d(xp.x) >0, n—oco.

Podobnym zpusobem ukdzeme, ze také d(z,y) — d(zn, yn) — 0, a tedy d(zpn, yn) —
d(z,y). O
Definice 4.4. Podmnozina M metrického prostoru (X, d) je omezend, jestlize exis-
tuje zg € X tak, ze sup, ¢, d(z, z9) < 00.
Tvrzeni 4.3. z, 2 = {z,} je omezend.

Duikaz. Jestlize x,, — x, pak podle definic existuje ng takové, Ze pro véechna n > ng
je d(xyn,x) < 1. Pak ale plati

supd(zp, ) < max{d(z1,x),...,d(xn,,2),1} < 00,

tedy mnozina {z,, : n € N} je omezen4. O
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Definice 4.5. Pro z € X a € > 0 znacime U (z) = {y € X : d(x,y) < €} €-0vé
okoli bodu x v (X, d).

Definice 4.6. Mnozina A C X je oteviend, jestlize pro kazdy a € A existuje € > 0
takové, ze Uc(a) C A. Mnozina A C X je uzaviend, jestlize X \ A je oteviena.

Priklady:
(1) otevieny (uzavieny) interval je oteviend (uzaviend) mnozina v (R, |- ).
(2) 0 a X jsou soucasné oteviené a uzaviené v (X, d).
(3) V diskrétnim metrickém prostoru jsou vSechny mnoziny soucasné oteviené
i uzaviené.

Tvrzeni 4.4. U.(x) je oteviend mnoZina (v € X, € > 0).

Dukaz. Zvolme libovolny bod a € U () a oznacme 6 := d(z,a) < £. Pak U._s5(a) C
Ue(z), a tedy U.(x) je oteviena. (Skutecné, je-li y € U._s5(a), pak z trojihelnikové
nerovnosti d(y,z) < d(y,a) + d(a,z) < €.) O

Véta 4.5. Sjednoceni libovolného systému otevienych mnoZzin je oteviend mnoZina.
Pranik koneéné mnoha oteviengch mnoZin je oteviend mnozina.

Prinik libovolného systému uzaviengjch mnozin je uzaviend mnozina. Sjednocend
koneéné mnoha uzaviengych mnoZin je uzaviend mnozina.

Dukaz. Dokdzeme trvzeni pro oteviené mnoziny. Tvrzeni pro uzaviené mnoziny
pak plyne pouzitim de Morganovych pravidel.

Bud tedy (G4 : a € I) libovolny systém otevienych podmnozin metrického
prostoru X, a bud z ¢ Uacr Ga libovolny. Z definice sjednoceni existuje o € I
takové, ze x € G, a protoze G, je oteviend, existuje € > 0 takové, ze U.(x) C G.
Pak ale také U.(z) C |J,e; Ga- Tim je dokdzano, Ze |J,c; Ga je oteviend mnozina.

Meéjme nyni oteviené mnoziny Gi,...,Gr C X ax € Gy N ---N Gg. Protoze
vSechny G; jsou oteviené, existuji e; > 0 takové, ze U, (z) C G4, i = 1,...,k. Pak
pro € := min{ey, ..., e} plati U.(x) C G1N---NGy, a tedy G1N- - -NGYy, je oteviend
mnozina. O

Pozn.: Sjednoceni ve vété muze byt i nespocetné. Naopak, prunik spoc¢etného systému
otevienych mnozin nemusi byt otevieny (napi. (i, (—%,1) = {0}).

Véta 4.6. Mnozina A C X je uzaviend prdvé tehdy, kdyz A obsahuje limity vSech
svych konvergentnich posloupnosti.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, 7e A C X je uzaviena, x,, € A, x,, — x, a necht
pro spor x ¢ A. Protoze mnozina X \ A je oteviend, existuje ¢ > 0 takové, ze
U.(x) € X \ A. Z definice konvergence ale mus{ byt d(z,,z) < £ pro dostatecné
velkd n, tedy x, € X \ A, coz je spor.

Necht nyni naopak A C X nenf uzaviend, tedy X \ A neni oteviend, a tedy
existuje x € X \ A takovy, ze U.(x) N A # () pro v8echna ¢ > 0. Vybereme-li
posloupnost x, € Uy/,(z) N A, pak ziejmé x, — x, x, € A, ale v £ A. O



