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PREDNASKA 17.4.2020 - NAHRANA NA VIDEO
3.5. Extrémy funkci vice proménnych.

Definice 3.10. Bud f: A — R, A C R™. Rekneme, Ze f nabyva v bodé a € A
lokalniho maxima (minima), jestlize existuje € > 0 takové, ze f(z) < f(a) (f(z) >
f(a)) pro viechny body z € U.(a) N A.

Véta 3.21 (Nutnd podminka pro lokdlni extrém). Nechf redlnd funkce f nabgjvd
lokdlntho extrému v bodé a € R™. Existuje-li pro o # v € R™ smérovd derivace
d, f(a), pak je rovna nule.

Dikaz. Ma-li f smérovou derivaci v bodé a, musi byt definovand na néjakém okoli
Us(a) bodu a. Polozme

gt flatto), te (=d/|v],d/[v]).
Pak i funkce g nabyvé lokdlniho extrému v 0 a protoze ¢'(0) = d, f(a), musi byt
podle Fermatovy véty d, f(a) = 0. |

Dusledek 3.22. Ma-li funkce f v bod€ a totdlni diferencidl a nabyvd-li f v bodé a
lokdlniho extrému, pak je df (a) =

Definice 3.11. Nechf redlna funkce f m4 spojité parcidlni derivace prvniho a
druhého fadu na okoli bodu a € R™. Diferencidlem druhého 7ddu funkce f v bodé
a rozumime bilinearni formu d?f(a) : R™ x R™ — R definovanou vztahem

& f(a)(u,v) = dy(duf)(a) = du(dvf)(a), u,veR™,

ekvivalentné (u = (ug,...,Um),v = (V1,...,Um))
d* f(a)(u,v) = ;; I gzzj %6% a)viu;.

Véta 3.23 (Taylortv polynom druhého fddu funkce vice proménnych). Nechf
redalnd funkce f md spojité parcidlni derivace pruniho a druhého rddu na okoli bodu
a € R™. Pak

Fa) = f(a) + df(@)(r —a) + 3P @) —a.x—a) tollr—al?), = ra

Ekvivalentné (x = (z1,...,Zm),a = (a1,...,0m)),
m af 1 m m an )
= f@+), 5 @@ma)t3 33 5o (@@-a)(ay—ay) +o(la—al?).
=1 0 i=15=1 """

Definice 3.12. Bilinearni forma B na vektorovém prostoru V' nad R je
(1) pozitivné definitni, jestlize B(v,v) > 0 pro vsechny o # v € V;
(2) negativné definitni, jestlize B(v,v) < 0 pro vSechny o # v € V;
(3) pozitivné semidefinitni, jestlize B(v,v) > 0 pro vSechny vektory v € V;
(4) negativné semidefinitni, jestlize B(v,v) < 0 pro vsechny vektory v € V;
(5) indefinitni, jestlize existuji u,v € V, B(u,u) < 0 < B(v,v).

Tvrzeni 3.24. Je-li bilinedrni forma B na normovaném vektorovém prostoru V
pozitivné (resp. negativné) definitni, existuje c¢islo ¢ > 0 takové, e B(u,u) > c||ul/?
pro viechna v € V (resp. B(u,u) < —c||lul|? pro vsechna u € V).

[Dikaz bude pozdéji]
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Véta 3.25. Necht redind funkce f md spojité parcidlng derivace proniho a druhého
Fddu na okoli bodu a € R™ a necht df (a) = 0.

(1) Je-li d®f(a) pozitivné definitni, nabyvd f v bodé a lokdlniho minima.

(2) Je-li d®f(a) negativné definitni, nabjvd f v bodé a lokdiniho mazima.

(3) Je-li d®f(a) indefinitni, nenabyjvd f v bodé a lokdlniho extrému.

Diikaz. Pouzijeme Tayloruv polynom druhého fddu v bodé a:
, 15,
flx) = fla) + §d2f(a)(1? —a,x—a)+o(|x —al?).

Je-li d? f(a) pozitivné definitni, pak podle piedchoziho tvrzen existuje ¢ > 0 takové,
7e
d*f(a)(z — a,z —a) > c|x — al?,
tedy
c
f@) = f(a) + 5llz — al? +o([lx - al?),

a 7z definice symbolu o plyne existence § > 0 takového, ze f(x) > f(a) pro
|z — al| < 6. Pifpad, kdy je d*f(a) negativné definitni, se ukaze podobné. Je-li
d?f(a) indefinitni, existuji podle definice jednotkové vektory u,v takové, 7e o :=
d?f(a)(u,u) >0 a B :=d?f(a)(v,v) < 0. Pak plat{ pro n¢jaké 6 > 0

Fla+tu) = f(a) + %ﬂa +o() > fla), |t <3,

1
fla+tv) = f(a) + §t2/3 +o(t?) < f(a), [t| <9,
a tedy f nenabyvéa v bodé a lokalniho extrému. O

Pozn.: Je-li d? f(a) pozitivné nebo negativné semidefinitni, nelze o lokalnim extrému
v bodé a nic Fici.

Definice 3.13. Bud G CR™, f: G — R, M C G. Rekneme, 7e f nabyvé v bodé
a € M maxima (minima) vzhledem k mnoziné M, jestlize f(x) < f(a) (f(x) > f(a))
pro vSechny body x € M.

Véta 3.26 (Metoda Lagrangeovych multiplikatori). Necht U je okoli bodu a € R™,
kE<m, abudte f :U = R aG = (g1,...,9x) : U — RF funkce se spojitymi
parcidlnimi derivacemi pruniho tddu na U. Oznaéme M = {z € U : G(x) = 0}.
Necht matice diferencidlu dG(x) md hodnost k pro vsechna x € U. Nabyjvd-li f v
bodé a € M lokdlniho extrému vzhledem k mnozZiné M, pak existuji éisla Ay, ..., A\ €
R takovd, Ze

Pozn.: Posledni soustava rovnic ¥ikd, ze V f(a) lezi v linedrnim obalu vektoru Vg1 (a)
,--Vgg(a). Podle predpokladu jsou Vgi(a),...,Vgi(a) linedrné nezavislé, tedy
koeficienty A1, ..., A\r (Lagrangeovy multiplikdtory) jsou uréeny jednoznaéné.

Dikaz. Protoze dG(a) # 0, tedy matice dG(a) typu m X k ma plnou hodnost, mus{
néktera jeji ¢tvercova podmatice typu k x k byt reguldrni. Pfedpoklddejme BUNO,

Ze je to matice
< Jgi r
—(a)> :
Ox; ij=1
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Déale budeme psat * = (y,2) € R™, y € RF, 2 € R™ % a pouzijeme Vétu o
implicitnich funkcich pro zobrazeni
®:(y,2) = Gy, 2)
v bodé a = (yo, z9). Podle této véty existuji U okoli yo a V okoli 2y takové, ze ke
kazdému z € V existuje prave jedno y = y(z) € U tak, ze G(y, z) = 0. Déle plati
Ay oG, \ oG
@(zo) == (B_y(a)) 5(‘1)-

Déle funkce h : z — f(y(2), z) nabyva v bodé zy lokdlniho extrému, musi tedy byt
dh(zg) = 0. Podle pravidla o diferencidlu sloZzeného zobrazen{ je

@5 + 5@,

of of e
ro-Fw(Fe) T

Zaroven samoziejmé plati
af of oG
Pw=-Zw(Lw) Lo,

of LG
354 = A5—(a),

0= dh(Z())

a tedy

a tedy

kde
Am (i) = §§<>(8y<a>) |
]

Piiklad: Funkce f (x,y) = xy nabyva vzhledem k mnoziné {z? + y? = 1} minima v
bodech (ﬂ - ) (— % \/Lé) maxima v bodech (\f f) (—\/ii, —%)



