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PREDNASKA 3.4.2020 - NAHRANA NA VIDEO

Definice 3.9. Ma-li funkce f s hodnotami v R totaln{ diferencidl v bodé a € R™,
pak vektor
of

Vi) = (@ @)

T 0%,

nazyvame gradientem funkce f v bodé a.

Pozn.:

(1) Gradient udava “smer a velikost nejveétsiho rustu” funkce f v bodeé a.

(2) Vektor n(a) = (Vf(a),—1) € R™! je normélovy vektor ke grafu f v
bodé (a, f(a)) (tedy je kolmy k te¢né nadroviné ke grafu prochézejici timto
bodem).

(3) Rovnice teéné nadroviny ge grafu funkce f prochdzejici bodem (a, f(a)) ma
tvar

2533] —a;) = Tm1 — fla).

Véta 3.16. Existuji-li totdind diferencidly df (a), dg(a) funkei f,g v bodé a, pak
existuje i totdlni diferencidl souctu f 4+ g a je roven

d(f +g)(a) = df (a) + dg(a).
Véta 3.17 (Totaln{ diferencidl slozeného zobrazeni). Necht a € R™, f : U(a) —
R", g : U(f(a)) — R¥, a necht existuji totdlni diferencidly df(a) a dg(f(a)). Pak
existuje totdlni diferencidl d(g o f)(a) a je roven

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a).

Pozn.: Pro parcialni derivace slozeného zobrazeni z predchozi véty plyne vztah

Ay - ag ofr
&LJ Z:: 81]( @),

jestlize f(a) = (f(a),. .., f™(a)).

Disledek 3.18. Necht funkce f s hodnotami v R™ md totdini diferencidl v bodé
a € R™, necht eristuje inverzni funkce f~! definovand na okoli U(f(a)), a nechf
existuje df ~1(f(a)). Pak

df ' (f(a)) = (df(a))~!

3.4. Implicitni funkce. Uvazujme soustavu n rovnic o m + n neznadmych

fl($17"'7‘rmvy17"'ayn) = 07
fa(@r, oo Tyt yn) = 0,
kde fi,..., fn jsou redlné funkce. Tato soustava za uréitych predpokladu lokalné

uréuje “implicitni” funkci y = y(x).

Véta 3.19 (Véta o implicitnich funkcich). Budte a € R™, b € R™, a zobrazeni f
definované na okoli bodu (a,b) € R™™ s hodnotami v R"™. Predpoklddejme ddle, Ze

(a) f((l, b) =0,

(b) f md spojité parcidlni derivace Tddu k > 1 na okoli bodu (a,b),
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a
(c) det (55) (a,b) #0,
3 ar\"
kde a_;j = (gyﬁ) X Pak existuji 6, A > 0 tak, Ze pro kaZdy bod x € Us(a) existuje
i) G, 5=
pravé jeden bod y = y(x) € Ua(b) s vilastnosti f(x,y(x)) = 0. Zobrazeni x — y(z)
md spojité parcidlni derivace Tddu k na Us(a).
n,m
Pozn.: Parcidlni derivace prvniho fadu dy(a) = (g%;‘_(a))‘ L implicitné zadané
i=1,j=

funkce y(z) muzeme spocitat nasledovné. Oznaéme ¢ : x — (z,y(x)). Pak

I,
d¢(a) = < dy(a) )
a fo¢ =0 naUs(a), tedy

0= d({ 0 6)(@) = df (9(@) 2 d9(a) = T 0.1) + 5L (0. Dy (@)
tudiz
of “Lof

i) =~ (@) S,

Diikaz pro pripad k =m =n = 1. BUNO necht (a,b) = (0,0) a %5(0,0) > 0.7
predpokladu spojitosti parcidlnich derivaci existuje € > 0 takové, ze %5 > 0 na
U:(0,0). Pro A := 5 je

f(0,—A) < f(0,0) =0 < f(0,A)

(funkce jedné proménné s kladnou derivaci musi byt rostouci). Protoze f je spojitd
(podle vét 3.15 a 3.14), existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé x € (—6,0) plati
flz,—A) < 0 a f(x,A) > 0, pritom funkce f(z,-) je rostouci na [—A, A]. Podle
véty o nabyvani mezihodnot pak existuje pravé jedno y(z) € (—A, A) takové, ze
f(@,y(@)) = 0.

Ukéazeme, ze funkce x — y(x) je diferencovatelnd na (—d,d). Zvolme = a h tak,
aby z,x + h € (—4,0). Podle véty o piirustku funkce vice proménnych (Véta 3.12)
existuji body c(h),d(h) v obdélniku [(z + h,y(x + b)), (z,y(z))] takové, ze

0= -+ byl + 1) = a,y(@) = G (elh)h -+ B @) o + ) = y(a)

Po vydéleni kladnym vyrazem %(d(h)) dostaneme

5L(c(h)
y(x +h) —y(z) = —S=——=h.
SE(d(h))
Ze spojitosti parcidlnich derivaci plyne jejich omezenost na U, (0, 0), limitnim pfechodem
tedy dostaneme limp_,o y(z + h) = y(z), a tudiz

lim ¢(h) = lim d(h) = (z,y(x)).

lim c(h) = Jim (1) = (z, y(x))
Pouzitim véty o limité slozené funkce pak dostaneme

y(e +h) —y(r) o gEeh) g (@)

y'(z) = lim h T gLdh) | (wy@)

Derivace 3y’ je spojitd, protoze parcidlni derivace f jsou spojité. |
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Priklad: Rovnice
=22 +y=0

mé na okolf bodu g = yo =1 FeSeni y = y(z) s y/(1) = 2, y"(1) = 22

125°

Véta 3.20 (O inverznim zobrazen{). Nechf zobrazeni F je definované na okoli bodu
a € R™ a nabyvd hodnot v R™. Necht F md spojité parcidlni derivace prvniho Fddu
na okoli bodu a a necht je totdlni diferencidl dF(a) prosté zobrazeni. Pak existuje
§ > 0 takové, e F je prosté na U := F~1(Us(F(a))), F(U) = Us(F(a)), inverzni
zobrazeni F~1 je diferencovatelné na Us(F(a)) a plati

dF~y) = (dF(F~"(y))~", v € Us(F(a)).
Diikaz. Pro zobrazeni
G:(y.2)»y—F(z), (y,z)€R" xUc(a),

plati G(F(a),a)) =0 a
oG
2 (F(a),) = dF(a)
je podle predpokladu regularni zobrazeni. Jsou tedy splnény pifedpoklady véty o
implicitnich funkcich a existuji tedy §,A > 0 a diferencovatelné zobrazeni ¢ :
Us(F(a)) — Ua(a) takové, ze G(y,¢(y)) = 0, tedy F o p(y) = y. Zdzime-li F' na
mnozinu U := F~Y(Us(F(a))), je tedy ¢ = F~! a vzorec pro diferencial plyne z
Dusledku 3.18. O



