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PREDNASKA 27.3.2020 - NAHRANA NA VIDEO

3.3. Derivace funkci vice proménnych.

Definice 3.5. Necht funkce F's hodnotami v R* je definovéna na néjakém okolf

bodu a = (ay,...,a,) € R™. Pak definujeme i-tou parcidlni derivaci funkce F v
bodé a (i =1,...,m) jako

OF LL) — lim F((lh...,ai—l,ai +t,ai+1,...,am) — F(al’,,_,am)

83:,» t—0 t ’

jestlize limita existuje.

Pozn.: (i) Je-li F(z) = (f}(z),..., f*(z)), plati

1 k
0= (@ ).

(ii) Pro redlnou funkci f je

of

(9.’)’}7;

(a) = (9i)"(aq),
kde

gi(x) = flar, ... Qi—1, 2,01, -« Q).

Je-li i-t4 parcidlni derivace % definovana na okoli bodu a, pak pro j < m

definujeme parcidlni derivaci druhého Tddu

T - L (2
6$iaxj = 6£Cj 6582' “ '

Indukci definujeme parcidlni derivace r-tého fadu

TE__ D U
0z, ... 0y, “= Oz, \ 0wy, ...0x;, _, @)

Véta 3.11 (Zaménnost smisenych parcidlnich derivaci). Necht pro dané i,j < m

existuji parcidlni derivace prontho a druhého tddu 3%%, 3%%, %9% redlné funkce f
na okoli bodu a € R™ a necht jsou spojité v bodé a. Pak
0%f 0%f
a) = a).
8$¢8$‘j 8azj8xi

[Bez dukazu]
Dusledek: Mé-li funkce f spojité parcialni derivace v bodé a az do fadu r, pak tyto
nezavisi na pofadi derivovani.
Piiklad: Je-li f(z,y) = ay pro |z| > [y| a f(z,y) = 0 pro |z| < |y, pak 2L (0,0) =

Oxdy
0, ale 2£(0.0) = 1.

Definice 3.6. Necht funkce F s hodnotami v R* je definovéna na néjakém okolf
bodu a € R™. Pak pro libovolny nenulovy vektor v € R™ definujeme derivaci funkce
F v bodé a a ve smeéru v jako

dyF(a) — lim F(a+tv) — F(a),
t—0 t

pokud limita existuje.
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Pozn.: Plati g—fi(a) =d.,F(a), kde e; = (0,...,1,0,...,0) je i-ty vektor kanonické
baze R™.

Jsou-li @ = (ay,...,am) a b= (b1,...,b,) body v R™ budeme znacit
[a,b] = ] [min{as, b;}, max{as, b }]
i=1

m-rozmeérny interval uréeny body a, b.

Véta 3.12 (Véta o prirtstku funkce vice proménnych). Necht redind funkce f md
parcidlng derivace v kazdém bodé m-rozmérného intervalu [a,b]. Pak existuji body
Cly---yCm € [a,b] takové, Ze

0
F0)~ Fl@) = 3 22 e b — )
i=1 "
Diikaz. Vyjadifme
FO)=fa) = (Fr, o bi1,biy@igas o am) = F(br, o bi1, @iy diga, - )
i=1

a pouzijeme Lanrangeovu vétu piirustku funkce pro kazdou z funkei

gl(t) :f(b17'"7bi—17t7a7)+17"'7am)7 12177m
(]

Véta 3.13. Necht funkce F' md na okoli bodu a € R™ omezené parcidlni derivace
pruntho rddu. Pak F je spojitd v bodé a.

Diikaz. Vétu stacéi dokdzat pro redlnou funkei f. Podle pifedpokladu existuji dg > 0
a K < oo takové, ze

of
ail,‘i (T)

Pouzitim Véty 3.12 pak dostaneme pro libovolné = € Uy, (a) odhad

<K, x¢€Us/(a).

[f(@) = fla)] < K Y |z — a;| < Kmllz —al,

=1

z ¢ehoz uz snadno plyne spojitost funkce f v bodé a. |

Pozn.:
(1) Z predpokladu plyne, ze f je spojitd dokonce na okoli bodu a.
(2) Nestaéi predpoklddat existenci parcidlnich derivaci v bodé a (Pi.: funkce
f(z,y) =0prozy =0 a f(x,y) =1 jinak ma parcidlni derivace v poc¢étku,
ale je zde nespojita.

Definice 3.7. Necht funkce F' s hodnotami v R¥ je definovdna na néjakém okoli
bodu a € R™. Totdlni diferencidl funkce F' v bodé a je linedrni zobrazeni dF'(a) :
R™ — RF takové, ze

. |Flath) = F(a) — dF(a)h|| _

s Ia]

0,

pokud limita existuje (zde h € R™).
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Pozn.:
(1) Existuje-li dF'(a), pak pro kazdy nenulovy vektor v existuje derivace ve
sméru d, F'(a) a plati
dyF(a) = dF(a)v.
Specialné tedy
oF
6£L’Z‘
Totaln{ diferencial je tedy jednoznac¢né urcéen.
(2) Linedrni zobrazeni dF'(a) mé matici vzhledem ke kanonickym bézim

(a) = dF(a)e;.

(& - >)k’m gl o ()

a = C.
8.’1) ; R k k ’
Pt \ @, -

piitom F = (f%,..., f*).
(3) Ekvivalentné lze dF(a) definovat vztahem
|1F(a+ h) = F(a) — dF(a)h|| = o(|[2[]), h—0.
(4) Funkece F = (f',..., f¥) ma totalni diferencial v bodé a prave tehdy, kdyz
kazd4 komponenta f* ma totalni diferencialv bodé a, a plati
dF(a) = (df*(a),...,df " (a)).

Definice 3.8. Normu linedrniho zobrazeni L : U — V mezi normovanymi linearnimu
prostory U,V definujeme vztahem
ILI| := sup{|[Lul| : w € U, [[ul| < 1}.
Ziejmé plati nerovnost ||Lu|| < ||L|/||u|| pro kazdé u € U.
Veéta 3.14. Md-li funkce F' v bodé a totdlni diferencidl, je v bodé a spojitd.

Diikaz. 7 definice totélniho diferencidlu plyne existence § > 0 takového, ze pro
vsechna = € Us(a)

1f (@) = fla) = df (a)(z — a)|| < [ — a|
(volbou ¢ = 1 v definici limity). Vyuzitim trojihelnikové nerovnosti a normy
totdlniho diferencidlu muzeme pak odhadnout

1£(@) — F@I| < |l — ]l + [df(@)(@ — )]l < (1 + | df (@) ]|z — all,

z ¢ehoz jiz spojitost F' v bodé a snadno plyne. O

Piiklad: Funkce f(z,y) = 1 pro x # 0,y = 2%, f(z,y) = 0 jinak, méa vSechny
smérové derivace v poc¢atku rovny nule, ale funkce neni v pocatku spojitd, a tudiz
zde nema totaln{ diferencial.

Veéta 3.15. Mda-li funkce f v bodé a spojité parcidlni derivace pruniho Fddu, md v
bodé a totalni diferencial.

Diikaz. Opét staci dukaz provést pro redinou funkci f. Funkce f ma dle predpokladu
parcidlni derivace na néjakém okoli Us,(a), tedy podle Véty 3.12 ke kazdému « €
Us, (a) existuji c1,...,cm € [a,z] takové, ze
m
0
= —f(Cz)(ilfz — Cli).

n ox;
i=1 '

f(z) = f(a)
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Ukéazeme, ze linearni zobrazeni

L:(hy,.ohm) =Y 8f.(a)hi

i=1 Oz
je totdlnim diferencidlem f v bodé a. Podle vyse uvedené rovnosti je
f@) ~ @ - La—a)| _ [T () - @) @i a)
[l —all | —all
ST B e) - B @) i - al
B [z — all

Bud déno € > 0. Z predpokladu spojitosti parcidlnich derivac{ existuje § > 0 takové,
ze pro vsechna x € Us(a),

of of

(7) = 50
ox; ox;
Dosazenim do odhadu vyse dostaneme pro stejné x

1)~ fl@) = =) _ Y les—ail

|z —af I gt

(a)‘ <eg i=1,....,m.

¢imz je limitn{ vztah ovéfen a plati L = df(a). O



