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PREDNASKA 20.3.2020 - NAHRANA NA VIDEO
3. FUNKCE VICE PROMENNYCH

3.1. Normovany linedrni prostor koneéné dimenze. Bud V vektorovy pro-
stor dimenze m € N nad télesem R.

Definice 3.1. Zobrazeni || - || : V — R je norma na V, jestlize
(1) |[v]l > 0 pro viechnav € V a |[v|| =0 <= v =o0;
(2) ||M]| = |Al||v]] pro viechna A e R av € V;
(3) |lu+ || < JJu|| + ||v|| pro vSechna u,v € V.

Usporadand dvojice (V, || - ||) se pak nazyva normovanym linedrnim prostorem di-
menze m.
Priklady:

1) ®,]-]).

(2) na R™ jsou normy (u = (U1,...,Um)):

m m
= Do, Tl =Dl = .
j=1 j=1
Tvrzeni 3.1. Pm redlnd éisla ay,...,apn,01,...,b, (n € N) plati:

(a) V2oimiaf < 30 ladl;

(b) > 1alb | < \/EZ 102\/2:2 1 b; (bchwartzova nerovnost);

(¢) VDo (ai +b:)2 < />y a2 + />, b7 (trojihelnikovd nerovnost);
)

(d ’\/Zz 1“ \/Ezlz <\/Ez (@i —b;)2.

Diikaz. (a) Nerovnost je snadno vidét po umocnéni na druhou.
(b) Umocnime-li dokazovanou nerovnost na druhou a ode¢teme na obou stranich

>, a?b?, dostaneme
22%5 a;b; < Z 2b2 + 0L2b2

%%
1<J i<j

Tato nerovnost snadno plyne z nerovnosti (a;b; — a;jb;)* > 0.
(c) Opét umocnime na druhou a vyuzijeme nerovnost (b).
(d) Pouzijeme nerovnost (¢) pro a; —b;, b;, resp. pro b; —a;, a;, na misté a;,b;. 0O

Dusledek: || - || je norma na R™.

Definice 3.2. Posloupnost (v,) vektoru z V' konverguje k vektoru v € V' (piseme
lim,, o v, = v nebo v, = v, N — 00), jestlize ||v, — v| — 0, n — oc.

Tvrzeni 3.2. V normovaném linedrnim prostoru md kaZdd posloupnost nejuygse
jednu limitu.

Diikaz. Necht v, — v a v, — w. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje ng takové, Ze pro
viechna n > ng je ||v, — | <€ a |jv, —w| <e, atedy

[v—wl =lv—vn+vn —wl| < flv—vn] + [lon —w]| <2e.
Protoze ¢ muze byt libovolné malé, musf platit ||[v — w| =0, a tedy v = w. O

Tvrzeni 3.3. Pro vektory v,,v € V plati: v, > v = |jv,|| —

vl .
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Duikaz. Tvrzeni plyne z nerovnosti
vnll = [0l < lon =],
jez je dusledkem trojuhelnikové nerovnosti pro normu. |

Definice 3.3. Mnozina A C V je omezend, jestlize je mnozina {||v|| : v € A} CR
omezena.

Dusledek 3.4. Kazdd konvergentni posloupnost vektori je omezend.
Diikaz. Plyne snadno z pfedchoziho tvrzeni. O

Tvrzeni 3.5. Necht u, — u, vy —> U, U, U, Vp, v €V, a necht Ay — X, An, A € R.
Pak

(1) up +v, > u+w,

(2) Apvp = Av, n— 00

Dikaz. (1) Plyne snadno z trojuhelnikové nerovnosti:
[t +vpn) — (u+0)|| < |Jun —u|| +||vn —v]| =0, n— o0,
(2) Pouzijeme nerovnosti
[Antn = M[| < [[Anvn = Anl| + [[Anv = Av[| = [An[[on — ] + A0 = Al|[v]|
a toho, Ze posloupnost (|A,]) je omezend, takze pravd strana konverguje k nule. O

Véta 3.6. Bud {ei,...,en} libovolnd pevné zvolend bdze vektorového prostoru
V. Pak pro vektory vn,,v € V se soutadnicemi v, = &er + -+ + Elem, v =
gier + -+ Emem, plati

vy = v = & =&, n—oo,Vj<m.

Duiikaz. Tmplikace <= snadno plyne z predchoziho tvrzeni. Ukdzeme implikaci =>.
Nechf tedy v, — v a piedpokladejme (bez Gjmy na obecnosti), ze v = 0. Ukazeme,
ze lim;, o0 &' = 0, j = 1,..., m. Budeme postupovat sporem, necht tedy pro spor
existuje index ¢ < m takovy, ze £ 4 0.

(i) Pfedpoklddejme nejprve, Ze posloupnosti (57) jsou omezené pro vsechna
j < m. Pak podle Bolzano-Weierstrassovy véty existuje vybrana podposloupnost z
posloupnosti (¢]") konvergujici k nenulovému ¢islu é;. Postupnym vybiranim dalsich
podposloupnosti nakonec vybereme podposloupnost (ny) takovou, ze f}”" — éj pro
néjaka éj, j=1,...,m, atedy v,, — Z;":l Ejej podle obracené implikace véty.
Limitn{ vektor je ovsem nenulovy, nebof mé nenulovou itou soufadnici, coz je spor
s predpokladem.

(ii) Nyni ukdzeme omezenost posloupnost{ souradnic, ¢imz bude dukaz ukoncen.
Necht pro spor (£) neni omezend pro nékteré i < m. Posloupnost

e lEnly =21
Un,

je tedy neomezend a vektory wy := £ spliuji [Jwn| < |lonf], tedy wn, — 0.
Soutadnice 7} vektori w, = nie; + - + ny;em jsou z definice omezené jednot-
kou v absolutn{ hodnoté, takze podle ¢asti (i) dikazu spliuji 7 — 0 pro vSechna
j < mn. Zaroven ale je z definice o, zFejmé, ze pro néjaky index j existuje vybrana
podposlounost (ny) tak, ze |7];-”‘| = 1 pro vSechna k, coz je spor. O

o = max{1, &

Dusledek: Konvergence v normovaném linearnim prostoru kone¢né dimenze nezavisi
na volbé normy:.
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3.2. Limita a spojitost funkce vice proménnych. Bud D CR™a f: D — R"
zobrazeni.

Definice 3.4. Je-li a € R™ a ¢ > 0, nazyvdme mnozinu U.(a) = {x € R™ :
|z — al| < &} e-okolim bodu a, a mnozinu P.(a) = {z € R™ : 0 < ||z —a] < &}
prstencovym e-okolim bodu a. Necht definiéni obor D zobrazeni f obsahuje néjaké
prstencové okoli bodu a. Rekneme, ze lim,_,, f(z) = b € R", jestlize
(Ve>0)(F>0)(VzxeD): 0<|lx—al]| <d = |f(x)—b| <e.
Rekneme, 7e zobrazen{ f je spojité v bodé a € D, jestlize lim, ,, f(z) = f(a).

Pozn.: Zobrazeni f muzeme psdt “po soutadnicich” ve tvaru

flx) = (@), (=),
kde f*,---, f™ jsou funkce z D do R. Ziejmé pro a € R™ a b = (by,...,b,) € R"
plati _
lim f(z) =b < lim f'(z) =b; Vi<n.
r—a r—a
Priklad:
(1) Funkce dvou proménnych je ddna vztahem f(x,y) = ﬁyz, (z,y) # (0,0).
Pak neexistuje lim ;) (0,0) f(2, ).
(2) Je-li f(z,y) = \/—gﬁ, (z,y) # (0,0), pak lim, 4y (0,0) f(z,y) = 0.
(3) Je-li f(x,y) = 1proy = 2* a f(z,y) = 0 jinak, pak lim, ) (0,0) f (2, y) ne-
existuje, prestoze je limita funkce v po¢atku rovna nule “po vSech primkach”.

Véta 3.7 (Heine). Necht funkce f je definovina na néjakém prstencovém okoli
bodu a € R™ (s hodnotami v RF) a necht b € R*. Pak lim,_,, f(z) = b prdvé tehdy,
kdyz pro kazdou posloupnost x, — a s vlastnosti z,, # a Vn plati f(x,) — b.

Véta 3.8 (Bolzano-Cauchyho podminka). Necht funkce f je definovdna na néjakém
prstencovém okoli bodu a € R™ (s hodnotami v R¥ ). Pak limita lim,_,, f(x) existuje
v R* prdvé tehdy, kdyz

(Ve > 0)(35 > 0)(Vz,y € Ps(a) : [|f(x) = fF(y)l <e).

Véta 3.9 (O limité sloZené funkce I). Nechf f: ACR™ - BCR” g: BCR" —
C C R*, necht lim,_,, f(x) = b, limy, 4 g(y) = ¢ a necht existuje § > 0 takové, Ze
f(z) #b pro x € Ps(a). Pak

lim(go f)(z) =c.

T—a
Véta 3.10 (O limité slozené funkce II). Nechl lim,_,, f(x) = b a necht funkce g
je spojitda v bodé b. Pak
lim (g o f)(x) = g(b).

T—a

Dusledek: Slozeni dvou spojitych zobrazeni je spojité.



