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PREDNASKA 13.3.2020 (DISTANCNI FORMA)
Nésledujici véta dava do piimé souvislosti konvergenci integralu a fady.

Véta 2.18 (Integraln{ kriterium konvergence fady). Bud’ funkce f spojitd, nezdpornd
a nerostouct na intervalu [1,00). Pak

/ f(z) dz konverguje <= Z f(n) konverguje .
1

n=1

Diikaz. Funkce f je spojitd na [1,00), m4 tedy promitivni funkei F. Muzeme bez
Gjmy na obecnosti (BUNO) predpokladat, ze F(1) = 0.

Oznaéime-li f, restrikci f na interval [1,n] a D,, déleni {1 <2<3---<n—-1<
n}, plati pro dolni a horni Riemannuv soucet

$(fn, Dn) = f(2) + fB3) + -+ f(n), S(fn,Dn) = fF() +f2) + -+ f(n—1)

(vyuzivdme monotonie funkce f). Riemannuv integral z f,, existuje a musi tedy
splnovat

f(2)+f(3)+'~+f(n)S/lnf(x)dw=F(n)Sf(1)+f(2)+~~+f(ﬂ—1).

V diusledku toho plati (n — o0)

> fk) < lim F(n) <> f(k),
k=2 k=1

n—oo
z ¢ehoz uz plyne dokazovana ekvivalence. |
Prfklad: Y7, @ diverguje, ale >, m konverguje. Skute¢né, pouzitim

substituce y = logx, dy = 2~ 'dz dostaneme
/OC dx /OO dy
= _— = 007
2 T log z log 2 )

*  dz  dy
3 = - < 0.
2 xlog”x log2 Y

Délka krivky. Parametrizovanou kfivkou rozumime zobrazeni

ale

Aplikace integralu.

e=(p1,...,n): L > R"”

z intervalu I do R™ takové, ze jednotlivd zobrazeni ¢; (soufadnice) jsou spojita na
1. Je-li
D={a=to <ty <--- <ty ="0b}

déleni intervalu [a, b, znac¢ime

k
l(p, D) = Z lp(ti) — @(ti—1)ll
i=1
délku lomené ¢ary prochdzejici body (to), ¢(t1), ..., »(tx) na kiivee, pfitom

Jul| = \Juf + -+ u?
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znadi euklidovskou normu vektoru v = (uq,...,u,) € R™. Délku kiivky ¢ definu-
jeme jako
tp) =sup (¢, D).

Véta 2.19. Existuji-li spojité derivace ¢’ na la,b], j =1,...,n, plati

b b n
(o= [lewla= [ [ e
a a =

[Bez dukazu]
Plocha mezi grafy funkci. Je-li mnozina M C R? déna predpisem

M={(z,y): z € [a,b], fz) <y < g(2)},
kde f a g jsou spojité funkce na intervalu [a,b], pfitom f < g, pak plosny obsah
mnoziny M je roven

b
A(M) = / (9(z) — f(2)) d.

Objem rotacniho télesa. Bud f : [a,b] — [0, 00) nezdpornd spojitd funkce a mnozina
T C R? bud déna predpisem

T ={(z,y,2): z €[a,b], V> +2* < f(2)}

(T vznikne rotaci grafu funkce f kolem osy z). Pak objem télesa T je roven

V(T) = w/bf(x)z dx.

Pouvrch rotacéniho télesa. Pocita se podle vzorce

S(T) =2x /bf(:l:)\/l + f/(x)? dz,

za predpokladu existence spojité derivace funkce f na [a,b].



