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PREDNASKA 28.2.2020
2. RIEMANNUV INTEGRAL
Definice: Délenim uzavieného intervalu [a, b] rozumime koneénou mnozinu bodu
(1) D={a=xg<z1<---<xn=>0b} (neN).
Norma déleni D je definovana jako

v(D) = 1I£1Za<xn(x — Ti1).
Délen{ D’ nazveme zjemnénim déleni D, jestlize kazdy délici bod déleni D je rovnéz
délicim bodem déleni D.
Definice: Bud' f : [a,b] — R omezend funkce a D déleni [a, b] ve tvaru (1). Dolni a
horni Riemannuv soucet funkce f odpovidajici déleni D je (po fadé)

n

D) = D imwey) il (@)
S(f,D) = Z(Ii—l’i—l) sup  f(x).
i—1 zi1<z<x;

Dolni a horni Riemanniv integrdl funkee f pres interval [a, ] je definovan po fadé
jako

/f—wwf, ‘/flﬁSﬂ)

Jsou-li si horni a dolni Riemanntuv integrédl rovny, nazyvéame jejich spoleénou hod-
notu Riemannovygm integrdlem funkce f pies interval [a, b], a znac¢ime (R) fab f nebo

R) fab f(x)dz. V této kapitole budeme symbol (R) ¢asto vynechdvat a integral pak
vzdy budeme chépat jako Riemannuv.
Pozn.: Ziejmé plati

(bia) [Hl{]f S‘s(fvp) < S(va) < (bfa)supf
@, [a,b]

pro kazdé déleni D, tedy
(b—a)1nff</ /f< —a)sup f.
[a,0]

Tvrzeni 2.1. Je-li D' zjemnénim déleni D, plati s(f,D) < s(f,D') a S(f,D) >
S(f, D).

[Dikaz)
Dausledek 2.2. (1) Pro libovolnd dvé délent D, D’ plati s(f,D) < S(f,D’).

b b
) o< ST
[Dikaz|

Véta 2.3 (Nutnd a postacujici podminka existence Riemannova integralu). Bud’
f:la,b] = R omezend. Pak (R) ff [ existuje prdvé tehdy, kdyz

(Ve > 0)(3 déleni D) : S(f, D) —s(f,D) <e
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Priklady:

(1) R) J, zdz = 1.
(2) Dirichletova funkce f je definovdna jako f(x) = 1 prox € Q a f(z) =0

pro z € R\ Q. Plati f:f =0a f:f =1, tedy (R) f01 f neexistuje.

Véta 2.4. Necht ezistuji Riemannovy integrdly fabf a fabg a necht o, € R. Pak
existuje Riemanniv integrdl fab(ozf + Bg) a plati

/ab(aerﬂg):a/aberﬁ/abg-

Tvrzeni 2.5. Je-li f < g na [a,b] a existuji-li Riemannovy integrdly jff a j; g,
. rb b
plati [ f < []g.

Disledek: Je-li f > 0 na [a, b], pak fab f >0, pokud existuje.

[Diikaz)

Tvrzeni 2.6. Necht existuji Riemannovy integrdly f; [ a [, f. Pak existuje Rie-

manniv integrdl fac f a plati
c b c
IESIRAT K
a a b

Tvrzeni 2.7. Necht existuje Riemanniiv integrdl f; [. Pak ezistuje | f J pro viechna
a<a<p<hb.

Tvrzeni 2.8. Riemannuv integrdl se nezménd, predefinujeme-li funkci v konecéné
mmnoha bodech.

[Dikaz)

Tvrzeni 2.9. FEristuje-li Riemannuv integrdl z funkce f na intervalu [a,b], existuji
i Riemannovy integrdaly z kladnd a zdporné cdsti f+ a f~, a z absolutni hodnoty

\f], a plati | [* £ < [21£].
[Dikaz]



