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PREDNASKA 22.5.2020 (NAHRANA NA VIDEO)
Dasledek 4.16. Podmnozina konecénérozmérného normovaného linedrniho pro-
storu je kompaktni prdvé tehdy, kdyZ je omezend i uzavrend.
Diikaz. Je-li V- m-rozmérny normovany linedrniho prostor, pak libovolna jeho pevné
zvolena baze urcuje bijekci V na R™, a snadno se ovéri, ze tato bijekce pievadi
omezené mnoziny na omezené, uzaviené na uzaviené a kompaktni na kompaktni.
O

Priklad:

b= (o) Y% <00}, Nan)llai= [ Do a2 (an) € s,
n=1 n=1

d((an), (b)) :=||(an — bn)nll2. Jednotkovd koule v o, B = {(ay) € L2 : |[(an)|l2 <
1} je uzaviend a omezend, ale nenf kompaktni.

Véta 4.17 (Spojity obraz kompaktu je kompakt). Je-li f : X — Y spojité a
K C X kompaktni, je i f(K) kompaktni.

Diikaz. Necht je dana posloupnost (y,) C f(K). Ziejmé y, = f(z,) pro né&jaké
zn, € K a protoze K je kompaktni, existuje vybrana podposloupnost (z,, ) konver-
gujici k néjakému = € K. Ze spojitosti f pak ale mame

Y = f(zn,) = f(2) € f(K),
tedy mnozina f(K) je kompaktni. O

Véta 4.18. Necht K je kompakt a f : K — R spojitd funkce. Pak f nabyvd na K
svého minima a maxima.

Dikaz. Oznatme S := sup,c f(z). Z definice suprema existuje posloupnost (z,,) C
K takovd, ze f(xz,) — S. Z kompaktnosti K existuje vybrand podposloupnost
(zn,.), kterd konverguje k néjakému = € K. Protoze f je spojité, plati f(zn,) —
f(z), a z jednoznacnosti limity plyne f(z) = S € R. Nabyvan{ minima se dokdze
analogicky. |

Definice 4.9. Rekneme, 7e funkce f je stejnomérné spojitd na mnoziné A C X,
jestlize
(Ve > 0)(3d > 0)(Va,y € A)(dx(z —y) < = [f(z) — f(y)| <o)

Pozn.: Stejnomérné spojitd funce je zfejmeé spojitd v kazdém bodé. Spojitd funkce
nemusi byt stejnomeérné spojitd (pr. - funkce f(x) = % neni stejnomeérné spojita na
intervalu (0, 00)).

Veéta 4.19. Je-li funkce f : X — R na kompaktnim metrickém prostoru X spojitd,
pak je i stejnomérné spojitd.

Duikaz Vétu dokdzeme sporem. Necht f: X — R je spojitd, ale neni stejnomérné

spojita. Pak existuje £ > 0 takové, Ze pro v8echna ¢ > 0 existuji body z,y € X
s dx(x,y) < 0 a zéroveii |f(x) — f(y)| > . Pro zvolenou posloupnost §,, = +

n

tedy najdeme dvojice bodl ,yn € X s dx(Tn,yn) < * a [f(xn) — f(yn)| > .

n
Protoze X je kompaktni, existuje vybrand podposloupnost (z, ) z (x,) konvergujici

k néjakému x € X. Protoze dx (x,,yn) — 0, plati také y,, — . Ze spojitosti f pak
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dostdvdme f(zn,) = f(x) a f(yn,) = f(x), coz je spor, protoze | f(zn, ) = f(yn, )| >
e, a posloupnosti tedy nemohou mit stejnou limitu. O

Z Véty 4.19 snadno dokézeme klicovou vétu o Riemannové integralu (Véta 2.11)
o existenci Riemannova integrélu spojité funkce. Vime totiz, ze uzavieny a omezeny
interval [a,b] je kompaktni, a kazdd spojitd funkce na [a,b] je tedy i stejnomérné
spojita. Pak jiz staci pouzit nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 4.20. Je-li funkce f stejnomérné spojitd na intervalu [a,b], pak eristuje

b
®R) [, f-
Diikaz. Podle Véty 2.3 (R) f; / existuje prave tehdy, kdyz

(Ve > 0)(3ID) : S(f,D) —s(f,D) <e.

Necht je ddno € > 0. Protoze f je stejnomérné spojitd, existuje § > 0 takové, zZe
jestlize |y —x| < §, pak | f(y) — f(z)| < &e/(b—a). Zvolme déleni D = {a =ty < - -+ <
t, = b} intervalu [a, b] takové, Ze jeho norma (maximdlni délka déliciho intervélku)
je mensi nez §. Pak plati

S(D) -~ (1. D) = 3, mex f) -~ min F@)) (6t

€
b—a

M- 1M-

< (tz _ti—l) =€£.

1

2

Podminka existence Riemannova integralu je tedy splnéna. O

Zcela na zaveér jesté doplnime dukaz Tvrzeni 3.24. Je-li B : V x V — R pozitivné
definitni bilinedrni forma na m-rozmérném normovaném linearnim prostoru V', pak
je prislusnd kvadratickd forma

Q:v— B(v,v), veYy,
spojitd na V. Skutecné, z bilinearity B dostaneme
Q(v) = Q(u)| = [B(v,v) = B(u,u)| < |[B(v,v) = B(v,u)| + [B(v,u) — B(u,u)|

= |B(v,v —u)| + [B(v —u,uw)| < [|B[[[v]|[lv — ull + [ Bl[ulllv — ull.

jestlize || B|| = supj,=1 [[Bul| znaéf funkcionalni normu (matice) B. Jednotkova
sféra

Sp={ueV:|u|=1}
je kompaktni podmnozina V' (je to omezena a uzaviena podmnozina), @ je spojita
na S; a nabyva zde tedy svého minima, které ovsem musi byt kladné, protoze

() nenabyvé nulové hodnoty mimo poc¢édtek. Dukaz pro pripad negativné definitn{
bilinearni formy je analogicky.



