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PREDNASKA 15.5.2020 (NAHRANA NA VIDEO)
Definice 4.7. Bud' (X, d) metricky prostor a A C X neprdzdna. Polozme
intA = U{G C A: G oteviend} (vnitiek A),
A = ﬂ{F D A: F uzaviend} (uzaveér A),
DA = ANX\ A (hranice A).
Pozn.: Ziejmé plati int A C A C A.

Tvrzeni 4.7. (i) int A je oteviend mnoZina. A a A jsou uzaviené mnoziny.
(ii) int A=X\ X\ A
(iii) A= X \int (X \ A).
(iv) 0A = A\ int A.

Diikaz. Tvrzeni (i) plyne piimo z Véty 4.5. Tvrzeni (ii) lze odvodit takto:
intA= U{G C A: G oteviend}
= J{X\F: F>X\A, F uzaviend}
=X \[){F > X\ A: F uzaviens}
=X\ X\ A
Vsimnéme si, ze z (ii) plyne (dosazenim X \ A za A)

X\ A=X\intA

Proto podle definice
DA=ANX\A=A\int A,
tedy plati (iii). O
Piiklady: int [a,b] = (a,b), (a,b) = [a,b], ntQ =0, Q = R.
Cviceni:

T€0A = Ve>0: (U(a)NA#0 A Ua) N (X \A) £0).

Zobrazeni mezi metrickymi prostory. Uvazujme dva metrické prostory: (X, d)
aY,p), azobrazeni f: X — Y.
Definice: Zobrazeni f: X — Y je

(1) spojité v bodé x € X, jestlize

(Ve >0)(30 > 0) : f(Us(x)) C Us(f(2));

(2) spojité, jestlize je spojité v kazdém bodé = € X.
Tvrzeni 4.8. Necht f : X — Y je spojité v bodé x € X. Pak pro kaZdou posloupnost
bodi () z X plati:

Tp > = f(zn) — f(x).

Diikaz. Necht f: X — Y je spojité v bodé z € X a z, — z, z,,,x € X. Budeme
znacit dy, dy metriky v X, Y. Necht je ddno € > 0. Podle definice spojitosti existuje
0 > 0 takové, ze f(Us(z)) C Us(f(x)). Déle podle predpokladu z,, — = existuje ng
takové, ze pro vSechnan > ng je dx (x,,x) < 9, tedy z,, € Us(z). Pak ale podle vyse
uvedeného plati f(zy,) € U.(f(x)), neboli dy (f(xy), f(x)) < £. Tim jsme dokdzali,
ze f(xy,) — flz) vY. O
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Véta 4.9. Bud f: X — Y. Ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni:
(i) f je spojité.
(ii) VG C Y otevienou, f~1(G) je oteviend v X.
(iii) VF C Y wzavienou, f~'(F) je uzaviend v X.

Diikaz. Vzhledem k dualité otevienych a uzavienych mnozin jsou ziejmé vyroky
(ii) a (iii) ekvivalentni. Staci tedy ukdzat, ze (i) <= (ii).

(i) = (ii). Necht f je spojité a G C Y je oteviend. Ukdzeme, ze f~1(G) C X
je rovnéz oteviend. Necht z € f71(Q) (tedy f(z) € G). Protoze G je oteviend,
existuje € > 0 takové, ze Uc(f(x)) C G. Ze spojitosti f existuje § > 0 takové, ze

f(Us(z)) C Ue(f(2)), a tedy
Us(x) € f71(U-(f(2)) € fFHG).

Tedy mnozina f~!(G) je oteviena.

(i) == (i). Nechf vzory otevienych mmnoZin pii zobrazeni f jsou oteviené.
Ukézeme, 7Ze f je spojité. Bud € X a e > 0. Protoze U.(f(z)) C Y je oteviena
mnoZina, také f~H(U.(f(x))) C X je oteviend. Ziejmé z € f~1(U.(f(x))), tedy
existuje § > 0 takové, ze Us(z) C f~H(U.(f())), a tedy

FUs(x)) € f(fFTHU(f(2)))) C Ue(f(=)).
Tedy f je spojité v x. O

Pozn.: Spojitost 1ze charakterizovat bez metriky, jen pomoci systému otevienych
mnozin (topologie).

Podprostory. Je-li (X,d) metricky prostor a ) # A C X, pak restrikee d|sx 4 je
metrika na A. Prostor A s touto metrikou nazyvéame podprostorem prostoru X.
Pozn.: Ziejmé pro © € A a € > 0 plati UE(A)(ZC) = ng)(x) N A (horni index u U
znaci, v kterém metrickém prostoru okoli uvazujeme).

Tvrzeni 4.10. G C A je oteviFend v A pravé tehdy, kdyz G = U N A pro néjakou
U C X otevrenou.

Diukaz. Prox € A C X a € > 0 budeme znacit U.(z) e-ové okoli bodu z v X, a
U (z) e-ové okoli bodu x v podprostoru A. Ziejmeé U (z) = ANU.(x).
Bud' G C A oteviend v A. Tedy ke kazdému bodu x € G existuje (z) > 0 takové,

ze Ua(é))(x) = AN Uy (z) C G. Pak mnozina U := |, . Us(z) () je oteviend a
splnuje
A
AU =ANJ Uy(@) = JAN Ui (@) = | UL (@) =G
zeCG zeG zeG
Obrécena implikace je ponechana za cviceni. |

Véta 4.11. Je-li f : X =Y spojité a 0 # A C X, pak i restrikce fla: A=Y je
spojitd.

Diikaz. Ukézeme spojitost f|a podle kriteria z Véty 4.9. Bud G C Y oteviena. Pak
mnozina
(fla)~HG) = FH@)nA

je podle pfedchoziho tvrzeni oteviend v A, a tedy f|a je spojité. |
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Kompaktni prostory.

Definice 4.8. (1) Metricky prostor (X,d) je kompaktni, jestlize z kazdé jeho
posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost.
(2) Mnozina A C X je kompaktni, je-li prazdnd, nebo je-li podprostor (A4, d|ax 4)
kompaktni.

Piiklady: Uzavieny omezeny interval [a,b] je kompaktni. V diskrétnim prostoru
jsou kompaktni pouze kone¢né podmnoziny.

Véta 4.12. K C X je kompaktni — K je uzaviend a omezend.

Driikaz. Nejprve dokdzeme uzavienost K podle Véty 4.6. Mé&jme posloupnost bodu
(rn) C K takovou, 7ze x, — x € X. Z kompaktnosti K existuje vybrand podpo-
sloupnost (z,,, ) konvergujici k néjakému y € K. Pak ale musi byt = y, a tedy i
z € K. Tedy K je uzaviena.

Nyni ukédzeme omezenost K. Kdyby mnozina K byla neomezend, mohli bychom
z ni (indukef) vybrat posloupnost prvka (x,,) s vlastnosti

AT, Tm) >n, 1<m<n.
Ziejmeé i kazdd podposloupnost posloupnosti (z,) bude mit tuto vlastnost, tedy
bude neomezend a nemuze tedy konvergovat, coz je spor s kompaktnosti K. O
Tvrzeni 4.13. Je-li X kompakini a A C X wzavrend, je i A kompakind.
Dukaz. Plyne snadno z Véty 4.6. |
Véta 4.14. Kvddr [}2,[a;,bi] C R™ je kompaktnd.

Dukaz. Mé&jme posloupnost (z,) C HZL [ai, b;]. Posloupnost prvnich soufadnic,
(:c%l)), je omezena, a tedy podle Weierstrassovy véty existuje podposloupnost kon-
vergujici k néjaké hodnoté (M) € [aq,b;]. Podobnou wivahu provedeme nyni pro
posloupnost druhych soufadnic této podposloupnosti, a pokracujeme dale, az nako-
nec vybereme podposloupnost puvodni posloupnosti x,, takovou, ze ngg — 20 ¢
[a;,b;], i =1,...,m. Pak ale podle Véty 3.6 podposloupnost z,, konverguje k bodu
z=(zW, ... 20™) e [T [a;, b;]. Tim je kompaktnost dokézéna. O

Daisledek 4.15. A C R™ je kompaktni < A je uzaviend a omezend.



