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PREDNASKA 21.2.2020
1. PRIMITIVNI FUNKCE A NEWTONUV INTEGRAL

Definice 1.1. Rekneme, Ze funkce F je primitiond funkei k funkei f na inter-
valu I, jestlize F' = f na I. (V pfipadé uzavieného ¢i polouzavieného intervalu I
wvaZujeme v kragnich bodech jednostranné derivace.)

Pozn.: Je-li F' primitivni funkce k funkci f na I, pak rovnéz F + C je primitivni
funkei k funkci f na I, pro kazdou konstantu C' € R.

Véta 1.1. Jsou-li Fy, Fy dvé primitivni funkce k funkci f na intervalu I, pak F1—Fy
je konstantni funkce na I.

[Dikaz|
Znaceni: Je-li F' = f na I, piSeme

/f(:z:) dx = F(z) + C.

Pozn.
(1) Ne kazda funkce ma primitivni funkei (pf. - funkce f(0) =1, f(x) =0 pro
x # 0, nemd primitivni funkei na R).
(2) Kazd4 spojita funkce na I mé na I primitivni funkci (bude pozdéji).
(3) I nespojitd funkce muze mit primitivni funkei (pf. - F(0) = 0, F(z) =
2% sin %, x # 0, F'(r) existuje vlastni na R a je nespojita v 0).
(4) Derivace funkce mé vzdy Darbouxovu vlastnost (tzn. jestlize existuje vlastn{
F''=fnala f(z) <u< f(y), resp. f(z) > u > f(y), pro néjaké body
x <y z I, pak existuje ¢ € (x,y) takovy, ze f(c) = u).

Véta 1.2 (Linearita primitivni funkce). Jsou-li F,G primitivnd funkce k funkcim
f,9 na intervalu I a jsou-li o, B € R, pak aF + BG je primitivni funkci k funkci
af + g na R.

[Diikaz)

Véta 1.3 (Integrace per partes). Necht funkce f,g maji vlastni derivace na in-
tervalu I a necht F je primitivni funkci k funkci f'g na I. Pak G = fg — F je
primitiong funkei k funkci fg' na I.

[Dikaz)

Véta 1.4 (Prvni véta o substituci). Nechf F je primitioni funkce k funkci f na
intervalu I a necht funkce @ : J — I md vlastni derivaci na intervalu J. Pak F oo
je primitivnd funkci k funkci (f o @)’ na intervalu J.

[Dukaz]
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Véta 1.5 (Druhd véta o substituci). Necht zobrazeni ¢ : J — I intervalu J na
interval I je surjektivnd a necht md vlatni nenulovou derivaci na J. Je-li G primi-
tivnd funkce k funkei (f o )¢’ na intervalu J, pak G o o=1 je primitivni funkci k
funkci f na I.

[Diikaz)
Pozn.: Z predpokladii plyne, Ze funkce ¢ je bud rostouci, nebo klesajici na intervalu

J.
Primitivn{ funkce k racionalni funkei. [ ggg dz.

(1) Céstecné vydélime na tvar % = Pi(z) + %gf)), kde stupen polynomu P,

je mensi nez stupen Q.
ozlozime polynom (Q na polynomy stupné jedna a polynomy stupné dva
2) Rozlozd 1 Q 1 tupné jed 1 tupné d
bez redlnych koteni:
m n
Qx) = e[ [ — v T[ @2 + by + ¢5)b.
i=1 j=1
(3) Provedeme rozklad na parcidlni zlomky:

Pr(z) aen AT (N Bl + O
Qx) 2.2 (x —ri)P ;; (22 + bja + ¢5) 0

i=1 p=1 =1¢=

(4) Najdeme primitivni funkce k parcidlnim zlomkum.
Piiklady substituci vedoucich na raciondlni funkci.
(1) [ R(sinz,cosx)dx, kde R je racionalni funkce dvou proménnych: y = tg 3,
nékdy lze téz pouzit y = tgx nebo y = sinx ¢i y = cosx.

(2) [ R(x, {/ %ﬁ) dz: y = %"—g (Eulerova substituce prvniho typu).

(3) [ R(z,Vaxz? + bx + ¢) dzx, piitom az®+bz+c neméa realné koreny: var? + bz + ¢ =
x +t (Eulerova substituce druhého typu).
Definice: Necht funkce f : (a,b) — R mé primitivni funkci F na (a,b) (a,b € R*).
Necht existuji vlastni limity F(b_) = lim,_,  F(x) a F(ay) = lim,_,q, F(z). Pak
definujeme Newtoniv integrdl z funkce f na intervalu (a,b) jako

b b
) [ £= ) [ fa)de = FOo) - Fas).

Je-li @ > b, klademe (N) f:f = —(N) [;" f. Pro a = b definujeme (N) [ f = 0.
Je-li ziejmé, Ze se jednd o Newtonuv integral, vynechdvame symbol (N). Rovnéz
pouziviame zkraceného znaceni [F]2 = F(b_) — F(ay).
Pozn.:
(1) Hodnota Newtonova integralu je zfejmé jednoznacéné urcena, pokud exis-
tuje.
(2) Je-li F primitivni funkei k funkci f na omezeném intervalu [a,b], pak

(N) [ f = F(b) — F(a).

Véta 1.6 (Per partes pro uréity integral). Necht funkce f a g magi viastnd derivace
na intervalu (a,b). Pak

b b
/ F(@)g (@) dx = [f(2)g ()]’ — / [(0)g(x) dz,
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je-li pravd strana definovdina (komecnd).

Véta 1.7 (Prvni véta o substituci pro uréity integrdl). Necht funkce v : (o, 8) — T
md vlastni derivaci na intervalu (o, ) a necht funkce f je definovdna na intervalu
1. Pak

o(B-)

B
| rewwa= [ fas,
a (o)
je-li pravd strana definovdna.

Véta 1.8 (Druha véta o substituci pro ur€ity integral). Necht funkce ¢ : (o, 3) —

(a,b) je na, md vlastni nenulovou derivaci na intervalu (o, 8) a necht funkce f je
definovana na intervalu (a,b). Pak

b () B
/ f(z) d = / F(t)!(t) dt = / () () dt,
a ®

~(a) o

je-li pravd strana definovdna.



