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1. prednaska 2.10.2025
0 Uvod

Ptednéska bude mit tyto tfi ¢asti:

1. Plochy v R™, te¢ny prostor, mira na plochéch, plosny integral prvniho
druhu, Gaussova-Ostrogradského véta.

2. Diferencialni formy v R", integrace diferencialnich forem, Stokesova véta.

3. Zaklady diferencialni geometrie ploch v R?: hlavni sméry a hlavni kiivosti
plochy, Gaussova a stiedni kiivost, geodetiky.

Piipomeinime dvé dulezité véty z Matematické analyzy, které budeme opa-
kované pouzivat. Pro totdlni diferencidl zobrazeni f : U ¢ R¥ — R™ budeme
pouzivat znaceni D f(u) : R¥ — R™ (u € U).

Pozn.: Okolim bodu p v metrickém prostoru X budeme rozumét libovolnou
otevienou mnozinu U C X obsahujici bod p.

Véta 0.1 (Véta o implicitnich funkcich). Bud G C R" oteviend, F : G — R"*
zobrazeni tiidy C™ (m > 1) a bod (zo,y0) € G C R* x R"F necht spliuje
F(z0,9)=0a

8Fi n—k
det <3($07y0)> # 0.
Yj i,j=1
Pak existuji okoli U C R¥ bodu xo a V C R"™F bodu yo takovd, e U xV C G, a
existuje zobrazend g : U — V tridy C™ takové, Ze pro kazdé x € U, F(x,g(x)) =
0 a g(x) je jedingm bodem y € V, pro néjz F(x,y) = 0.

Véta 0.2 (Véta o inverznim zobrazeni, ¢i o lokélnim difeomorfismu). Bud' U C
R™ oteviend, g : U — R™ zobrazeni tridy C™ (m > 1) a zy € U takovy,
Ze matice Dg(xo) je reguldrni. Pak existuje okoli Uy C U bodu xo takové, Ze
Vo := g(Up) je oteviend mnoZina a g|Uy : Uy — Vo je difeomorfismus tridy C™
(tedy prosté zobrazeni a (g|Uo) ™t je tridy C™).



1 Plosny integral prvniho druhu

1.1 Plochy v R"

Definice 1.1. (i) Parametrizovanou k-plochou t¥idy C™ rozumime zobra-
zeni p : U — R" tiidy C™ definované na oteviené mnoziné U C R* a
spliujici rank Do(u) = k, u € U. Neuvedeme-li konkrétni t¥idu hladkosti
C™, budeme vzdy mit na mysli hladkost t¥idy C°.

(ii) Parametrizovanou k-plochu ¢ : U — R™ nazveme k-mapou, jestlize ¢ je
homeomorfismus U na ¢(U).

Priklady:

1. Reguldrni parametrizovand kiivka ¢ : (a,b) — R? je parametrizovanou
1-plochou.

2. Zobrazeni
¢ : (u,v) = (ucosv,usinv,u), u>0,veER,
je parametrizovana 2-plocha, ale ne mapa.

3. Ani prostd parametrizovang plocha nemusi byt mapou (ptiklad bude na
cviceni).
Tvrzeni 1.1 (Graf funkce je mapa). Je-li U C R¥ oteviend a f : U — R"™F je
tridy C™ (m > 1), pak zobrazeni

@ u (u, f(u))
je k-mapa tridy C™ (v R™).

Dikaz. Je ziejmé, ze p je prosté, tiidy C™ a rank Dy = k na U. Zbyva ukézat,
7e o' je spojité na p(U). ! je ovéem restrikci projekce z R™ do prvnich k
soufadnic, tedy jako restrikce spojitého zobrazeni je téz spojité. O

Véta 1.2 (Parametrizovana plocha je lokalné mapou). Bud ¢ : U C R¥ — R”
tridy C™ (m > 1). Pak plati:

(i) Je-li uw € U takovy, Ze rank Dp(u) = k, pak existuje okoli Uy C U bodu u
takové, Ze restrikce p|Uy je k-mapa tridy C™.

(ii) Je-li Uy C U omezend oteviend podmnozina takovd, ze Uy C U, o je prosté
na Uy, rank Do = k na Uy a ©(Uy) N @(0Uy) = 0, pak o|Uy je k-mapa
tridy C™.

Dukaz. (i) Protoze rank Dp(u) = k, je aspon jedna ¢tvercové podmatice Dip(u)

reguldrni (to je dusledek Cauchy-Binetova vzorce ze cviceni). Bez ijmy na obec-

k
o (u)) je reguldrni. Pak zobrazeni h : u +—
i) ig=1

nosti predpokladejme, ze (g



(p1(u), ..., ox(u)) z U do R¥ ma regularni diferencidl v bodé u, a podle véty
o inverznim zobrazeni je tedy na okoli w difeomorfismem, specidlné tedy je
rank Dh = k na Uy a h|Uy je homeomorfismus. Pak zfejmé i rank Dp = k
na Uy a ¢|Uy je homeomorfismus, tedy ¢|Up je k-mapa.

(ii) Potiebujeme ukazat, ze (¢|Up)~! je spojité na o(Up). Pro spor predpo-
klddejme, Ze tomu tak neni, tedy Ze existuje posloupnost z; = p(u;) € ¢(Up),
x; = xo = ¢(ug), a pritom wu; 4 ug. Mnozina Uy je omezend, tedy existuje
podposloupnost uq;y — u' € Uy, v # ug. Ze spojitosti ¢ plyne ©(Uo(s) =
Ty — @(u'), tedy p(u') = ¢(up). Déle podle predpokladu musi lezet i v’ € Uy,
a protoze ¢ je prosté na Uy dostdvame v’ = ug, tedy spor. O

Piiklad - mapa sféry: Zobrazeni
©: (u,v) — (cosucosv,sinucosv,sinv)
je 2-mapa na (—w + C, 7+ C) x (—7/2,7/2) pro libovolné C € R.

Definice 1.2 (plocha). Neprdzdnou mnozinu S C R™ nazveme k-plochou (tiidy
C™), jestlize ke kazdému bodu z € S existuje V- C R™ okoli bodu x a k-mapa
(tiidy C™) ¢ : U — R" takovd, ze ¢(U) = V N S. Rekneme pak, ze kazds
takovd mapa ¢ je mapou plochy S. Specidlné obraz im ¢ = ¢(U) jedné k-mapy
o nazveme jednoduchou k-plochou.

Pozn.: Podle definice je tedy obraz im ¢ mapy ¢ plochy S relativné otevienou
podmnozinou plochy S.

Definice 1.3 (atlas plochy). Je-li S € R™ k-plocha, pak libovolny soubor A
map plochy S s vlastnosti S = UgaE.A im ¢ nazveme atlasem plochy S.

Piiklady:
1. Graf funkce f : U — R"* tiidy C" je jednoduchou k-plochou.

2. Mnozina S = {(z,y,2) : 2% + y? = 1} je 2-plocha v R? s atlasem A =

{9017 902}7
v1(u,v) = pa(u,v) = (cosv,sinv, u),

domy; =R x (—m,7), dom ps =R x (0, 27).

Véta 1.3 (Implicitné zadana plocha). Bud G C R" oteviend a f : G — R"*
zobrazend tridy C™. Necht v kazdém bodé x € f~*({0}) platirank D f(x) = n—k.
Pak f=1{0} je k-plocha tridy C™.

Diikaz. Necht a € f~1({0}). Protoze rank Df(a) = n — k, existuje reguldrni
¢tvercovd submatice D f(a) o n — k tddcich (dusledek Cauchy-Binetova vzorce
ze cviceni). Budeme bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddat, ze

i=1,5=k+1



je regularni. Podle véty o implicitnich funkcich existuje okoli U bodu (aq, .

o, ar),
okoli V bodu (ag41,...,an) a C™ zobrazeni g : U — V takové, ze g(aq, . ..,ax) =
(Akt1,---,an) a

graf g := {(u, g(u)) : we U} = fH{0}) N (U x V).
Tedy f~({0}) je k-plocha. O

Priklady:
1. Jednotkovd sféra v R™,
Snhi={z e R": ||z|| = 1},
je (n — 1)-plocha.
2. Mnozina

S={zxecR*: |z =1, 2, + 22 + 23+ 24 = 0}

je 2-plocha v R*,



2. prednaska 9.10.2025

Je-li L linedrni podprostor R”, pak symbolem L budeme znaéit ortogonalni
podprostor k L (L :={v € R" : (u,v) =0, u € L}).

Véta 1.4 (plochu lze lokdlné parametrizovat jako graf funkce). Bud S C R™
k-plocha tridy C™ (m > 1). Pak ke kazZdému bodu x € S existuje okoli V (v
R"), k-rozmérng podprostor L C R™, W C L oteviend a zobrazeni h : W — L+
takové, Ze

graf h :={w+ h(w): weW}=5SnW.

Dikaz. Podle definice k-plochy k danému bodu x € S existuje k-mapa ¢ :
U C RF — S tifdy O™ takova, ze p(U) je relativné oteviend podmnozina S
a x = @(u) pro néjaky u € U. Protoze rank Dp(u) = k, mad De(u) (podle
Cauchy-Binetova vzorce) reguldrni ¢tvercovou podmatici k x k, tedy existuje
Ic{1,...,n}, |I| =k, tak, ze

(8%‘ (u))
du; i€l 1<<k

je reguldrni matice. Ozna¢me L := Lin{e; : i € I}, II necht je ortogondln{
projekce z R™ do L, a v := TI(z). Zobrazeni g := II o ¢ spliiuje pFedpoklady
véty o inverznim zobrazeni, tedy existuje Uy C U oteviend, u € Uy, takova, ze
W :=g(Up) C L je oteviend a g : Uy — W je difeomorfismus ti{dy C™. Polozme

h:we pog (w)—w, weW.
Ziejmé h : W — Lt je tifdy C™ a
{w+ h(w) : we W} = o(Uy)

je relativné oteviend podmnozina S (nebot ¢ je homeomorfismus), tedy ¢(Up) =
S NV pro néjakou otevienou mnozinu V' C R". O

Definice 1.4. Rekneme, ze mnozina A C R" je lokdlné uzaviens, jestlize A =

F NG pro néjakou G C R™ otevrrenou a F' C R™ uzavienou.

Pozn.: Kazdd lokdlné uzaviend mnozina je Borelovskd. Déle plati: A je lokdlné
uzaviend pravé tehdy, kdyz A je relativné oteviend v uzévéru A (cviceni).
Tvrzeni 1.5 (lokdln{ uzavienost plochy). Kazdd k-plocha vR™ je lokdlné uzaviend.

Diikaz. Ukéazeme, zZe ke kazdému bodu z € S existuje k-mapa ¢, : Uy — S
takovd, ze x € ¢, (Uy) a ¢, (Uz) = SNV, pro ngjakou V,, C R™ otevienou. Pak

plati
S = (U VI> n’s,

€S

tedy S je lokdlné uzaviena.



Ke kazdému x € S existuje k-mapa ¢ : U C R¥ — S takovd, ze © = ¢(u)
pro n&jaky u € U. Bud U, omezen4 oteviena mnozina obsahujici u a takovd, Ze
U, C U. Pak ¢, := ¢|U, je k-mapa a tedy existuje V,, C R oteviend takova, ze
©0:(Uz) =V, N S. Ukdzeme, ze V, NS =V, NS, tedy Ze @, je hledana k-mapa.
Necht x¢ € V, N S. Pak existuje posloupnost x; € V, NS, x; — 20, z; = ¢(u;),
u; € U,. Protoze U, je kompaktni, mizeme (pfechodem k podposloupnosti)
piedpokladat, ze u; — up € U,. Pak (¢ je spojité) platf z; = ¢(u;) — ¢(uo), a
tedy xg = p(ug), tedy nutné z¢ € S. O

1.2 Krivky na ploSe a teény prostor

Pod reguldarni parametrizovanou krivkou na mnoziné M C R™ rozumime zob-
razeni ¢ : I — M tifdy C! definované na intervalu I a spliaujici ¢/(t) # 0,
tel.

Tvrzeni 1.6 (o kiivce na plose). Budte ¢ : U C R¥ — R" k-mapa a c :
I — o(U) reguldrni parametrizovand krivka na jednoduché k-plose p(U). Pak
uw:=p toc: I — U je reguldrni parametrizovand kiivka v U a plati c = ¢ o u.
Dikaz. Zobrazeni u = ¢+ o ¢ je ziejmé spojité na intervalu I. Ukédzeme, ze
u je t¥idy C'. Zvolme to € I a oznaéme zo := c(to), ug := ¢ *(wg) a p =
(@15, ¢n). Protoze rank Dp(ug) = k, muzeme bez Gjmy na obecnosti pied-

k
poklddat, ze matice (a‘pi (uo))

8Uj

1

)=

je regularni. Ozna¢me II : (zq,...,2,) —
1

(21,...,zx) projekci do prvnich k soufadnic a vy := II(zg). Zobrazeni g :=
Hoyw:U — RF je tiidy C' a Dg(ug) je regularni, tedy podle véty o inverznim
zobrazen{ existuje inverzni zobrazeni g~! definované na néjakém okoli V' bodu
vg, plati pritom g~ oIl = ¢~ na (U)NII~1 (V). Pro vSechna t € (IToc)~*(vp)
je pak

u(t) = toc(t) =g ' olloc(t),

tedy u je tiidy C! na (ITo ¢)~!(vg), coz je okoli bodu tg. O

Pozn.: Ze vztahu ¢ = ¢ o u plyne

c(t) = De(u(t))(u'(t) = Z o, (u(t))ui(t), t € I.

Definice 1.5. Vektor v € R" je teénym vektorem k plose S C R™ v bodé z € S,
jestlize v = 0 nebo existuje regularni parametrizovand kfivka ¢ : I — S na plose
S a bod tg € I tak, ze c(tp) = = a ¢(to) = v. Mnozinu vsech teénych vektoru
plochy S v bodé z € S zna¢ime T,S.

Véta 1.7 (popis teénych vektoru plochy). Je-li S C R™ k-plocha a x € S, pak

T,S je k-rozmérny linedrni podprostor R™. Je-li navic ¢ : U C R¥ — S mapa
plochy S s vlastnosti (u) = x pro néjaky v € U, pak

T$S:Lin{aazi(u)7...,g;‘ti€(u)} (1)



a Dp(u) zobrazuje bijektivné R na T,.S.

Umluva: Budeme pouzivat symbol dyp(u) pro bijekci RF — T}, S.

Diikaz. Staci ukdzat rovnost (1) (protoze parcidlni derivace %(“)’ (1))

jsou linedrné nezavislé).

(a) Necht v = Zle aig—i(u) pro né&jaké (ay,...,ax) # (0,...,0). Uvazujme
kivku

c(t) == p(us +at, ..., up +axt), te(=6,0),

kde § > 0 je tak malé, aby argument lezel v definiénim oboru mapy ¢. Pak
¢ je ziejmé reguldrni parametrizovand krivka na plose S a plati ¢(0) = z a
(0) = Y0, i 22 (u).

(b) Necht ¢: I — S je regularni parametrizovana kiivka, c(tg) = x. Predpo-
kladejme, ze cely obraz kiivky c lezi v obrazu k-mapy . Pak podle predchoziho
tvrzeni ¢ = ¢ o u pro reguldrni parametrizovanou kiivku u = ¢! o ¢, a tedy

k
fto) = 3 5 ulto)ulf1o).

O

Véta 1.8 (zména parametr plochy). Budte ¢ : U — S, 9 : V — S dvé mapy
plochy S takové, ze M := p(U)N(V) # 0. Pak zobrazeni = op: o1 (M) —
Yp~H(M) je C difeomorfismus a pro p(u) = (v) € M plati

Dy~ o p)(u) = (dy(v)) ™" o dip(u).

Diikaz. Bud z = p(u) = ¥(v) € M (pro vhodné u € U a v € V). Oznaéme II
kolmou projekci z R"™ do linedrniho podprostoru 7,5 a g :== o @, h :=1l o9
(tedy g : U — R¥, h : V — RF). Diferencidly Dg(u) a Dh(v) jsou regularni,
tedy g, resp. h, jsou C! difeomorfismy na néjakém okoli bodu u, resp. v. Tedy i
h=tog = ¢ ~Loy je C* difeomorfismus na okolf bodu u. Protoze ¢ = ho(p " toyp),
musi byt

Dy(u) = Dyp(~ (p(u)) o D" 0 p)(u),
tedy i do(u) = dip(v) o D(p~! o ) (u), z ¢ehoz uz plyne

(dp(v) ™" o dip(u) = D" 0 ) (u).



3. prednaska, 16.10.2025

Definice 1.6. Rekneme, ze zobrazeni ® : S — R™ definované na k-plose S
tridy C™ je diferencovatelné tiidy C™, jestlize pro kazdou k-mapu ¢ : U — S
je @ o tiidy C™. Je-li ¢ : U — S k-mapa a x = ¢(u), definujeme diferencial
zobrazeni ® v bodé x jako

D®(z) := D(® o p)(u) o (dp(u)) .

Pozn.:
1. D®(z) je linedrni zobrazeni z T,S do R™.

2. Diferencovatelnost ® sta¢i ovérit jen pro mapy z néjakého atlasu plochy
S.

3. Pro kazdou mapu ¢ plochy S je inverzni zobrazeni ¢! tiidy C™ na plose
imp CS.

Tvrzeni 1.9 (korektnost definice diferencidlu na plose). Definice diferencidlu
zobrazend na plose je korektni (nezdvisi na volbé mapy).

Diikaz. Budte ¢ : U — S a : V — S dvé k-mapy, x = ¢(u) = 9(v). Pak
Poyp=>®o01 o1t oy na okoli bodu u, a tedy

D(@ o) (u) = D(®ov)(v) o D(¥~" 0 p)(u) = D(® o) (v) o (dip(v)) ™" o dp(u),

coz dava

D(® o p)(u) o (dp(u) ™" = D(P o )(v) o (diy(v)) "

1.3 Mira na plosSe, plosSny integral

Definice 1.7. Bud ¢ : U ¢ R¥ — R” k-mapa. Na jednoduché k-plose S :=
»(U) definujeme borelovskou miru pg predpisem

pns(B) == / Jro(u)d\F(u), B C S borelovska,
»=1(B)

kde

Jrp(u) == \/det(Dga(u)TDgo(u)), ue U

Pozn.:
1. Jgp(u) > 0, nebot Dy(u) mé plnou hodnost (bylo na cviceni).

2. Jip(u) = |detdp(u)|, pokud linedrni zobrazeni do(u) : R¥ — TS
reprezentujeme matici vzhledem k libovolné ortonormalni bézi te¢ného
prostoru Ti,(,)S (cvicent).



3. Je-li L : R¥ — R™ linedrni, rank L = k, a M := L(R*), pak puar = Az, kde
A je Lebesgueova mira na podprostoru M definovand na prvnim cviceni.
K ovéfeni si staci uvédomit, ze zobrazeni ¢ : R¥ — M reprezentované ma-
tici L(LTL)~'/? je izometrie, a tedy pro libovolnou borelovskou mnozinu
B C M plati

Mui(B) = (671 (B)) = N((L"L)/2L~"(B))
= JAeULTLIN(L T (B)) = e (B).

Tvrzeni 1.10 (korektnost definice miry na plose). Definice us je korektni (ne-
zdvist na volbé parametrizace).

Dukaz. Méjme ¢ : U — S a® : V — S dvé k-mapy parametrizujici plochu S.
Pak 1p~top : U — V je C'-difeomorfismus a podle véty o substituci (z prednasky
Teorie miry 1, dokdzané v Teorii miry 2) plati (klademe v = 1)~ top(u)) a piseme
struéné du, dv misto d\F(u), d\*(v))

/ Jip(v) dv = / Jith(v) | det D@~ 0 ) (u)] du
P~1(B)

»~1(B)

= [ Jdetau(o]| det(dve) (dp(uw)] du
»~4(B)

= / Jrp(u) du
»=1(B)

(pouzili jsme vzorec z véty o zméné parametru plochy). O

Tvrzeni 1.11 (existence spocetného atlasu). Kazdd plocha v R™ md nejvyse
spocetny atlas.

Diikaz. Ocislujme si {Uy,Us, ...} vSechny koule v R™ s raciondlnimi stiedy i
poloméry. Necht je ddna k-plocha S C R™ a pro kaZdy bod x € S oznaéme
p, n&jakou k-mapu S spliujici & € im ¢,. Jisté existuje index i(z) takovy, ze
r € Ujzy NS Cimg,. Ke kazdému j € J := {i(z) : = € S} vyberme libovolnou
mapu @; := @, pro néjaké x s i(x) = j. Pak {¢; : j € J} je atlas S. O

Véta 1.12 (existence a jednoznacnost miry na plose; definice). Na kaZdé k-
plose S C R™ existuje prdvé jedna Borelovskd mira pg takovd, Ze pro kaZdou
k-mapu ¢ plochy S plati ps|im ¢ = pim .

Diikaz. Bud {p; : i = 1,2,...} néjaky nejvyse spoetny atlas S. Uvazujme
rozklad plochy S = S;USyU. .., kde S1 :=im¢q, So := imps \ im ¢, S3 :=
im s \ (im¢e; Uimgs), .. .. Polozme

ps(B) =Y fime,(BNS;), BeB'NS.

K2



Je-li ¢ libovolna k-mapa plochy S, pak pro libovolnou borelovskou mnozinu
B C im ) plati

us(B) = Z,US(B ns;) = Z/Jimgpi(B ns;) = Zﬂimw(B nS;) = lffimw(B)

(ve tfeti rovnosti jsme vyuzili nezdvislosti miry na parametrizaci jednoduché
k-plochy). Jednoznaénost je zfejmé. O

Definice 1.8 (Plosny integral prvniho druhu). Je-li S € R™ k-plochaa f: S —
R borelovsky méritelna funkce, pak definujeme

/Sde :=/Sfdus,

mé-li integral na pravé strané smysl (integral chdpeme jako abstraktn{ Lebes-
gueuv integrél podle borelovské miry ug).

Pozn.: Symbol “dS” je tradiéné pouzivan pro tento typ plosného integralu a
nevztahuje se ke znaceni plochy S.

Véta 1.13 (Podplochy nizsi dimenze maji miru nula). Bud S C R™ k-plocha
a 8" C S l-plocha, l < k. Pak pg(S") =0.

Strucny dikaz. (a) Nejprve ukdzeme, ze pro libovolnou k-plochu S C R" sk < n
plati A”(S) = 0. Pokud S = graf h pro néjakou diferencovatelnou funkci h : U C
RF — R™* pak podle Fubiniovy véty je

A" (grat h) = / AR ({(a, h(u)) }) N (du) = 0.
U

Vime, ze plochu S lze lokalné parametrizovat jako graf funkce, a stejné jako v

dukazu existence spocetného atlasu ulze ukazat, ze plochu S lze pokryt spocetné

mnoha grafy funkci, tedy A™(S) = 0.

(b) Pouzitim spocetnych atlasu sta¢i ukdzat vétu pro pripad jednoduchych
ploch: S = p(U), " =(V), kde ¢ : U C R¥ — R" je k-mapaa :V C Rl —
R” [-mapa. Slozené zobrazeni ¢~ ' o) : V — U C RF je tifdy C*, coz ukdzeme
podobné jako pro piipad kiivky na plose (I = 1), tedy pomoci vhodné projekce
plochy na okoli daného bodu do podprostoru dimenze k. Déle ¢~ 0% je regularni
a je to homeomorfismus, tedy je to l-mapa v U C R¥. Mnozina Q := ¢~!(S5)
je tedy (jednoduchd) I-plocha v R*. Z é&asti (a) plyne, ze A*(Q) = 0, a tedy
0= ps(p(Q)) = ps(S’). 0
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4. prednaska (23.10.2025)

Véta 1.14 (Izometrie ploch). Je-li S C R™ k-plocha a p : R™ — R™ shodnost
1

(izometrie), pak p(S) je rovnéZ k-plocha a plati p,sy = psp™ .
Diikaz. Je-li o : U C R¥ — R™ k-mapa, pak po ¢ : U — R™ je rovnéz k-mapa.
Navic plati D(po ¢)(u) = Ro Dy(u), u € U, kde R je linedrni slozka shodnosti
p, a tedy

Ji(pop)(u) = \/det(Dp(u))T RT R(Dep(u)) = \/det( Dip(u))T (Dip(u)) = Jip(u).
Z toho plyne, ze pro libovolnou borelovskou mnozinu B C im(p o ¢)

Him(poyp) (B) = Him Lp(pil (B))

K dokoncen{ dukazu si staci uvédomit, ze pro libovolny atlas (p;) plochy S je
(p o ;) atlas plochy p(S). O

Definice 1.9 (zobecnénd plocha). Neprizdnd mnozina S C R"™ je zobecnénd
k-plocha, jestlize existuje rozklad

S=8U---US, UM U---UM, p>1,¢>0,

kde Si,...,S, jsou jednoduché k-plochy a Mj; je l;-plocha dimenze 0 < [; < k,
j=1,...,q (¢ >0), a plat{ podminka

q
ssn{USrulUM; | =0, i=1,....p.

i i j=1
Pozn.:

1. Pod 0-plochou rozumime mnozinu izolovanych bodu.

2. Jednoduché k-plochy S; nazveme komponentami S. Body x € S; nazveme
requldrnimi body plochy.

3. Posledni podminka ik, ze kazdd komponenta musi mit prazdny prunik s
uzavéry vsech ostatnich komponent, jednd se tedy o zesilenou podminku
disjunktnosti. Je ekvivalentni disjunktnosti komponent plus relativni otevienosti
kazdé komponenty v S.

4. Standardnim piikladem zobecnéné (n — 1)-plochy je hranice jednotkové
krychle 9]0, 1]™.

5. Neni vibec snadné ukdzat, ze kazda k-plocha je zobecnénou k-plochou,
my to ale nepotiebujeme. Je-li S zaroven k-plocha a zobecnénd k-plocha,
pak obé definice plosné miry splyvaji (snadné cviceni).

11



Definice 1.10 (mira na zobecnéné plose). Na zobecnéné k-ploge S = S1U---U
Sp UM; U---U M, definujeme miru pug pfedpisem

fs = sy + e sy,
a plosny integral prvniho druhu jako integral podle této miry.

Tvrzeni 1.15 (korektnost definice pug). Definice miry ps na zobecnéné k-plose
S je konzistentni, tedy nezdvisi na reprezentaci zobecnéné plochy.

Diikaz. Méjme dvé ruzné reprezentace zobecnéné k-plochy S:
S=8U---USUMU---UM;=8U---US, UM{U---UM,,.
Ukéazeme, ze

p p’
E Hs; = E ,usga
i=1 j=1

coz muzeme ekvivalentné zapsat jako
p

p 7
4 ZHSiS}ZZZMsﬂSi

i=1j=1 i=1 j=1

’

(zde vyuzivdme toho, ze pug, (M]) = s (M;) = 0 pro vsechna i, j,1).
Pokud S; = ¢;(U;) a S} = ¢';(U;) jsou piislusné parametrizace, plati

SiN S = @i(Ui N (i)~ o @(U7) = (U5 N ()" 0 i(U)).

Protoze ¢; a ¢} jsou homeomorfismy, je prinik S; N S} relativné oteviend
mnozina jak v S;, tak v S§- , je to tedy bud prazdns mnozina, nebo jednoducha
k-plocha a podle Tvrzeni 1.10 plati

ps;|S; = msins; = ws;|Si.

1.4 Gaussova-Ostrogradského véta

Motivace: Newtonuv vzorec iikd ze pro “rozumné” reilné funkce f jedné
proménné (absolutné spojité funkce, specidlné pro funkce tiidy C') plati

b
/ f'(2)de = (b) — f(a).

Uvedeme zde analogii pro funkci vice proménnych.
Bud U c R*! oteviend omezend mnozina a g, h dvé redlné funkce tiidy C*
definované na néjakém okoli uzavéru U takové, ze g < h na U. Polozme

Q:={(u,t) eU xR: g(u) <t<h(u)}
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(oblast mezi grafy, oteviend podmnozina R™). Mé&jme dale néjakou redlnou
funkci F tifdy C' definovanou na néjakém okoli uzavéru Q. Pro kazdé v € U
plati podle Newtonova vzorce

h(u)
| ottt = Fu b)) ~ Flu,g(w).
g(u) n

Zintegrovanim obou stran dostaneme
hw) 8F n— 1 n—1
(u, t) dtdN" " (u) = | F(u,h(u)) — F(u,g(u)) d\" " (u).
g On U

Levou stranu miZzeme s pomoci Fubiniovy véty zapsat jako [ gTF d\". Necht
v(z) znaci jednotkovy vektor vnéjsi normdly k oblasti v bodé z. Pokud z =
(u,t) lezi na grafu funkce h, pak

v(z) = (||Vh(u)||2 + 1)71/2 (_36:1(”)’ e _Guanh_1 (u), 1) .

Zobrazen{ u — (u, h(u)) parametrizujici graf h ma Jakobidn (||Vh(u)|* 4 1) 1/2

tedy lze psat
/ F(u,h(u))d\""(u) = / Fuv,dS
U graf h

s ploSnym integralem na pravé strané, kde v, je n-ta souradnice normélového
vektoru v. Analogicky vzorec plati i pro graf g a dohromady dostaneme

/ Flu, h(w) — Fu, g(u)) dA"(u) = / Fu,dS.
U graf gUgraf h

Vyse uvedenou rovnost tedy muzeme piepsat do tvaru

/ —d)\”:/ Fuv,dsS.
az?’b graf gUgraf h

Za dalsich predpokladii na hranici U - naptiklad kdyz je OU zobecnénd (n — 2)-
plocha - bude i 92 zobecnénd (n — 1)-plocha a v reguldrnich bodech z € 9\
(graf g U graf h) bude zfejmé v, (z) = 0, tedy muzeme psét

/ Flu, h(w) — F(u, g(u) dA"~'(u) = | Fu,dS.
U o0

Definice 1.11. Rekneme, ze M C R" je téleso se skoro hladkou hranici, jestlize
M je omezend, M = int M a OM je zobecnénd (n — 1)-plocha.

Priklady: M = [0,1]", nebo M = {(z,y,2) : 2% +y*> = 22,0 < y < 1} jsou
télesa se skoro hladkou hranici.
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Poznamka a znaceni: Je-li M téleso se skoro hladkou hranici a € OM
reguldrni bod zobecnéné plochy OM, pak existuje pravé jeden jednotkovy vnéjsi
normélovy vektor vy(x) k M v bodé z. To je snadno vidét, pokud repre-
zentujeme hranici OM na okoli bodu z jako graf funkce h tifidy C!' n — 1
proménnych, tedy OM NV = graf h NV pro néjakou otevienou mnozinu V;
pak vy (x) = £(=Vh(u),1)/+/1 4+ ||Vh(u)|?, pokud z = (h(u), u), a znaménko
zavisi na tom, jestli mnozina M lezi pod nebo nad grafem h.
Uvedeny motivaéni piiklad je specidlnim piipadem nasledujici véty.

Véta 1.16 (Gauss-Ostrogradsky). Nechf M C R™ je téleso se skoro hladkou
hranici s koneénou povrchovou mirou (tedy pon(OM) < oo). Necht je ddna
funkce F : M — R tridy C' (tim je mysleno, Ze F je restrikci na M néjaké
funkce tridy C* definované na néjaké oteviené nadmnoziné télesa M ). Pak

OF / ; .
d\" = FuvydS, i=1,....n,
/M Ox; o

kde vp(x) = (Vi (2),...,v%(x)) je jednotkovy vektor vnéjsi normdly k M v
requldrnim bodé x € OM .

[bez dukazu]

Disledek 1.17 (véta o divergenci). Nechf M je jako v predchozi vété a T :
M — R” je vektorové pole tridy C*. Pak

/dide/\”:/ (T, v)dS
Q N

divT =
iv ; o,

kde

je divergence pole T'.

V piipadé n = 2 byva véta o divergenci formulovana trochu odlisné jako
Greenova véta:

Dusledek 1.18 (Greenova véta). Je-li v : [a,b] — R? jednoduchd, uzaviend
a po édstech hladkd krivka obihagici omezenou oblast 1 v kladném smysiu a
F : Q — R? wektorové pole tiidy C*, pak

/1"0‘5Fd)\2 Z/(F1d$+F2dy)7
U c

kde

je rotace pole F' a na pravé strané je krivkovy integrdl druhého druhu.

Diikaz. Uzavér M := Q je téleso se skoro hladkou hranici, 9M = im~ je zo-
becnénd 1-plocha koneéné délky a kladnd orientace znamend, ze det(vps (v(¢)),v'(t)) >
0 pro v8echna t. Pouzijeme vétu o divergenci pro vektorové pole T := (Fy, —F}),
pak divT =rot F a fim7<T, vydS = f,y Fidx + Fdy. O
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5. prednaska (30.10.2025)

2 Plosny integral druhého druhu

2.1 Multivektory a diferencialni formy

Méjme vektorovy prostor V dimenze n se skaldrnim souc¢inem (obvykle uvazujeme
V = R" se standardnim skaldrnim sou¢inem). Pod k-linedrni formou na V ro-
zumime funkci
f:Vx..-xV =R
——
kx

linearni v kazdé proménné.

Definice 2.1. k-linedrni forma f: V¥ — R je antisymetrickd, jestlize

f(Ur()ys - Va(ry) = (sgnm) f (v, ..., vk)

pro véechna vy, ..., v, € V apro kazdou permutaci m € 3(k) mnoziny {1,...,k};
sgn 7 zna¢i znaménko permutace w. Prostor vSech antisymetrickych k-forem na
V budeme znagit symbolem A*(V). Pod 0-formou rozumime realné éislo, tedy
A°(V)=R.

Cvicéeni: Je-li f antisymetrickd k-forma a vektory vy, ..., v linedrné zavislé,
pak f(v1,...,ux) = 0. (Ndvod: nejprve ukazte, ze f(v1,...,vx) = 0, pokud
existuji dva ruzné indexy 1, j, pro néz v; = v;.)

Pozn.: Je-li (by,...,b,) baze V, je kazda antisymetrickd forma f € A*(V)
urcena hodnotami

f(bi17~~~abik)7 1< << <n.
Déle budeme pracovat s V' =R"™ a s kanonickou bézi (eg,...,e,).
Znaceni: Pro indexovou mnozinu I C {1,...,n} o k prvcich (|I| = k) budeme

symbolem e} € AF(R™) znagit antisymetrickou k-formu spliujici pro 1 < i; <

. 1 pokud I = {iy,...,ix},
el(eilv < eik) = {O jinak

Pro I = () klademe ey = 1.

Tvrzeni 2.1 (o bazi A¥(R")). k-vektory e}, |I| = k, tvori bdzi vektorového
prostoru AF(R™), tedy dim AF(R™) = (7).
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Diikaz. Prvky e} jsou zfejmeé linedrné nezdvislé (uvazujeme pouze ruzné mnoziny
k indext): skute¢né, pokud Zm:k arel =0, pak pro kazdou pevnou Iy = {i; <

*
E arej(eq, ... e, ) =ap =0,
|T|=k

tedy a;y = 0 pro kazdé I. Déle kazdou f € AF(R™) muzeme psit ve tvaru
f= Z|I|:k age; s koeficienty oy = f(eiy,...,e;,.), I ={in <--- < i} O
Piipomenime, ze direkini soucet V & W vektorovych prostoru V, W je defi-

novan jako

VoW ={v+w:veV,we W},
a scitani je zde definovano po slozkach, tedy scitaji se pouze prvky z V nebo
prvky z W; plati dim(V & W) = dim V + dim W.

Rovnéz ptipomenme, ze algebra je vektorovy prostor V', na némz je navic de-
finovdna operace nasobeni x : V xV — V kterd je linedrni v kazdé komponenté
(tedy bilinedrni).

Definice 2.2 (vnéjsi algebra, vngjsi soucin). Vnéjsi algebru nad R™ definujeme
jako direktni soucet

A*(R™) := éAk(R”).
k=0

Zrejmé dim A*(R™) = 37, (7) = 2".
Pro indexové mnoziny I,J C {1,...,n} definujeme vnéjsi soucin prvkua e
a e’ jako

. sgn(I, J)ej, ;. pokud I'NJ = (,
erNey= ..
0 jinak,

kde sgn(I, J) zna¢i znaménko permutace mnoziny TUJ, kterd prevad{ prvnich |I|
prvk mnoziny IUJ rostoucim zpusobem na I a zbyvajicich |J| prvki rostoucim
zpusobem na J. Zfejmeé e} A e € ATIHII(R™). Vnéjsi soucin rozsfifme linedrné
na celou vnéjsi algebru A*(R™).

Lemma 2.2. Operace vnéjsiho soucinu A je asociativoni a distributivni vzhledem
ke scitdni na A*(R™).

Diikaz. Plyne piimo z definice. O

Lemma 2.3. Pro obecné proky f € AF(R™) a g € AY(R™) plati fAg € AFFL(R)
a pro libovolné vektory vy, ..., vg+; € R™ platd

(fAg) (1, vhq1) = Z (sgn.0) f(Vo(1)s -+ > Vo (k) I (Vo (kt1)s - -+ » Vo (k1))
cex (k)

kde X(k,1) je mnoZina viech permutaci o € X(k + 1) takovych, Ze o(1) < -+ <
olk)aock+1)<---<alk+1).

(Dukaz bude proveden na cviceni.)
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Znaceni: Pro jednoprvkové indexové mnoziny {i} budeme psit
dr; = e} =e]; € A (R™).
Ziejmé pro mnozinu I = {i; < --- < ix} pak plati
er =dz;, N+ Ndxy,,
a i zde budeme pouzivat znaceni dzy := eJ.

Definice 2.3 (dudlni prostor). Je-li V' vektorovy prostor dimenze n nad R,
pak symbolem V* := A(V) znaéfme prostor vSech linedrnich forem na V a
nazyvame dudlnim prostorem k'V.

Druhy dudl (bidudl) V** = (V*)* obvykle kanonicky ztotoziujeme s prosto-
rem V (V** = V) na zdkladé ndsledujictho kanonického izomorfismu:

veV = F,eV™ F,:f—fv), feV™

Zobrazeni F' : v — F, je zfejmé linearni, prosté a jeho obraz je podprostor
dimenze n v V** pfitom dim V** = n, tedy nutné F' je na V**.

Definice 2.4 (multivektory). Pro vektorovy prostor V dimenze n definujeme
vektorovy prostor k-vektoru jako

Ap(V) == AR (V),

a prislusnou vnéjsi algebru jako
Au(V) = A1 (V") = P Ar(V).

Pro k =1 ztotoznujeme
AMV)=A (V) =V =V

V pifpadé V' = R™ m4 tento prostor bdzi {e; = e¥*, |I| = k} (ztotoziiujeme
V** s V). Prostor A¥(R") mtzeme chépat jako dual (Ay(R™))*, polozime-li
esley) =46r,.

Znaéeni: Je-li a € AL(R™) a f € A¥(R™), budeme psét

<Oé,f> = f(Ot),

kde vyuzivame ztotoznéni A*(R™) = (Ap(R™))* (tedy f je linedrni forma na
AF(R™)). Specilné plati pro indexové mnoziny I,.J o k prvcich:

( o 1, I=1J,
e,e =
i 0, T#J.
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Pozn.: Na A.(R") je definovdn vnéjsi soucin a pro vektory vi,...,v, € R
plati v1 A -+ Avg € AR (R™).

Definice 2.5. k-vektor a € Ai(R™) je jednoduchy, jestlize existujf uq, ..., ux €
R"™ takové, ze o = uy A -+ A ug.

Cviéeni Ukaite, ze 2-vektor e; A ez + e3 A eq v R* neni jednoduchy.

Definice 2.6 (skaldrn{ soucin). Pro indexové mnoziny I,J, |I| = |J| = k,
definujeme skalarni soucin jako

1 pokud I = J,
er-ej =
e 0 jinak,

a rozsifime tuto definici linedrné na A (R™). Skaldrni sou¢in indukuje normu

o] = V- a.
Cviceni:
1. Pro vektory uq,...,u, € R™ plat{
U A -+ Ay, = det (ui,j)zjzl (et A== Nep).
2. Pro u,v € R" je

uNv = Z(uivj —u;v;)(e; Aej).
i<j

3. Pro vy,...,v; € R™ plati

k
VA A = Z (det(vi7j)f:17j61) er.
{l11=k}
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6. prednaska (6.11.2025)

Definice 2.7. Pro multivektor a € A,(R™) polozme
L(a) ={veR": vAa=0}
Tvrzeni 2.4. Pro nenulovy k-vektor a € A (R™) plati:
(i) L(«) je vektorovy prostor dimenze nejuyse k.
(i1) dim L(a) = k prdvé tehdy, kdyz je o jednoduchy.

(1i1) Jestlize L(a) = L(B) pro néjaky jednoduchy B € Ap(R™), pak § = ca pro
néjaké ¢ # 0.

Pozn.: Z vyse uvedenych vlastnosti plyne, Ze normované jednoduché k-vektory
reprezentuji orientované k-rozmérné podprostory R™.

Dukaz. (i). Snadno z definice odvodime, ze L(«) je vektorovy prostor. Zvolme
{v1,..., v} ortonormélni bézi prostoru L(«) (tedy m = dim L(«)), a dopliime
ji na ortonormdlni bazi celého R™: {vy,...,v,}. Pomoci této bdze muzeme de-
finovat bézi Ag(R™) tvofenou k-vektory

’UIZ:vil/\"'/\vik, I:{Zl<<zk}c{l”n}

Pomoci této baze vyjadiime

Pro kazdy index ¢« < m musi byt 0 = v; A a = Zm:k ar(v; Avr), a tedy
ar = 0 jakmile i ¢ I. Nutné tedy a; # 0 pouze pro indexové mnoziny obsahujici
{1,...,m}, tedy k > m.

(ii). Z vyse uvedeného je ziejmé, ze pokud k = m, pak a; # 0 pouze pro
I={1,...,k}, a tedy « je jednoduchy. Obrécené, pokud 0 # o = uj A -+ Auy
je jednoduchy, pak u; jsou linedrné nezévislé vektory a vSechny pati{ do L(a),
a tedy m > k.

(iii). Vyse jsme ukdzali, ze pro k = m je kazdy jednoduchy k-vektor g s
L(B) = L(«) ndsobkem vy A -+ A vg. O

Definice 2.8 (diferencidlni forma). Diferencidlni formou stupné k rozumime
hladké (C*°) zobrazeni
w: Q— AFR™)

definované na oteviené podmnozing Q C R™. Symbolem £F(Q) znacime vekto-
rovy prostor vSech diferencidlnich k-forem na 2.
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Pozn.: Kazdou diferencidlni k-formu w € £¥(2) miizeme psat ve tvaru
w(z) = Z wi(z)dzr, =€,
|I|=k

s hladkymi redlnymi funkcemi wy : Q@ — R. (Pfipomenme, ze dxy = dx; A« A
dx;,, pokud I = {iy < -+ <ix}.)

Definice 2.9. Necht Q C R" je oteviend mnozina a 0 < k < n. Vné&jsi (de
Rhamiiv) diferencidl je zobrazen{

d:EFQ) — EFML(Q)

definované nasledovné: Pro k =0 a f € £%(Q) (f je redlna funkce) klademe

Zam, 2)dz;, x €.
Prok>0aw= Z\Ilzk wrdx pak

dw(x) := Z (dwy(z) ANdxy)

II\:k

6&1[

) (dx; Ndxzy), x € Q.

[I|=k i=1

Piiklad: Pro 1-formu w(z,y) = (2% + y?) dv — 22y dy dostdvame
dw(z,y) = 2x(dz A dx) + 2y(dy A dz) — 2y(dz A dy) — 2z(dy A dy)
= —4y (dz A dy).

Véta 2.5 (pravidla pro vnéjsi diferencidl). Pro Q C R™ otevrenou, 0 < k,l < n,
w € EXQ) aT e ENQ) plati:

(1) d(w+ 7) = dw + dr, pokud k = L.

(i) d(w A T) —dw/\T—i-( DFwAdr.
(iii) d(dw) =
Dikaz. Vlastnost (i) plyne piimo z definice.

(ii) Vzhledem k linearité vnéjsiho diferencidlu staci rovnost dokdzat pro
piipad w = wydxy, T = 7y dx ;. Plati

d(wjdxj/\T]de) = d(o.)[’T](dx[ N dl’J))

z@“fw?
zza

=doAT+ (=) wAdr.

> (dz; Ndxp Ndxy)

Z

n
67’J

(=D)kda; Ada; A day

=1
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(iii) Opét sta:léi uglfaiovat piipad w = wydzry. V piipadé k =0 jew = f €
C (), df =321, 55-dw; a

2

n n a
adf) => Y . dz; A dz;

j=11i=1

O f O*f
B Z (81:163:] B 8.73]83%) dxl 4 dxj N 0,

1<j

nebot parcidlni derivace druhého fddu funkce f jsou symetrické. Pro k > 0 pak
mame
d(w[ da?[) =dwr Ndxg

a podle pravidla (ii)
d*(wy dxr) = d(dwy A dxy)
= d*w; Adxy — dwy Ad(dzr) = 0.
O

Definice 2.10. Diferencidlni forma w € £*(Q) (k > 1) je evaktni, pokud w = dr
pro néjakou 7 € EF71(Q). Forma w € £¥(Q) je uzaviend, pokud dw = 0.

Pozn.: Podle posledniho tvrzeni predchozi véty je kazdéa exaktni forma uzaviena.
Pro nékteré oblasti 2 plati i obrdcend implikace, napiiklad pro otevienou kouli
(Poincarého lemma)).

Definice 2.11 (pfenos diferencidlni formy). Budte U C R™ a V' C R™ oteviené
mnoziny a ® : U — V hladké (C*°) zobrazeni. Pro 0 < k < min(m,n) definu-
jeme zobrazeni
o EF(V) = EF )
nasledovné:
' (w) =Y (wro®)dP;, A+ AdP;,,
|I|=k

pokud w =37, _jwidzy, I ={iy < - <ip}a®= (®1,...,0,)7.

Pozn.: Prok=0je ®f = fo®, prok >1 pak

u]k

‘b*(w) = Z(MIO@) g “ del A A Z g deujk

ou;
|I|=k ji=1 It k=1

Piiklad: Pro ®(u,v) = (ucosv,usinv) a w = (22 + y?)dz A dy je
d*(w) = u*(d(ucosv) A d(usinv))
= u?(cosvdu — usinv dv) A (sinv du + ucos v dv)

= du A dv.
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7. prednaska (13.11.2025)

Véta 2.6 (Vlastnosti prenosu dif. formy). Necht ® : U — V je tridy C*,
UCR™, V CR" oteviené mnoziny, w € E¥(V), 7 € E(V). Pak plati:

(1) ®*(w+ 1) = ®*w + P*7, pokud k =1,
(ii) ®*(wAT) = &*w A B*r,
(1ii) *(dw) = d(P*w),
() je-li v : W — U tridy C*°, W C RP oteviend, pak (Po¥)*w = U*od*(w),
(v) prok=m=naw= fdx; A--- ANdzx, je
O*w=JO(fo®)dus A---Aduy,

ob; \"
JO® = det <3uj>

ij=1

kde

Diikaz. (i) Plyne pifmo z definice.
(i) Staci (vzhledem k (i)) dokézat pro pifpad w = wydxr, T = 7;dx ;. Necht
I={ii1<---<igtaJ={n<- - <j} Pak

D (wAT) =D (wrrydar Ndxy)
= (OJ[ O(I))(T.]O(I))déil VAR /\d(I)ik /\d‘bjl VAR /\d(I)jz
=d*w A DT
(iii) Dokazujeme opét pro pifpad w = wrdxy, I = {i; < --- < iy }. Podle definice

e

n

" (dw) = @ (Z ?;;f da; A dx;)

i=1 v

L)

:Z( “Io@) d®; A dd;, A--- A dD;,,
1
(

on<I>)d(I>i1 /\"'/\d‘I’ik)
m 8(LLJ] O(I))

AdD; A AdD
Gu i N A d

e

Dosazenim rovnosti

4o, = 3 2% du; a Owro®) = (8“1 @) 0%

— — 0
= (9’(1,]' 8Uj P axi an

do vyse uvedenych vztahu dostaneme kyzenou rovnost ®*(dw) = d(®*w).
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(iv) Pokud w = f € £%(V), pak
(PoV)'w=fo(PoU)=(fod)oU =T"(fod)=T"0d"(f).

Pokud déle w = dz; € EY(V), pak

B (.t >i;
2( s () -

Obecny piipad dostaneme pomoci vlastnosti (i) a (ii).
(v) Pro w = fdxy A--- Adx, je skuteéné

O*w = (fod)dP A---NdD,
—~ 0P, = 0P,
——d
2, {73 IVACERAN 2 Bu,
Jj=1 J
=(fo®@)JOdus A--- A duy.

— (fo®)

1

2.2 Orientace plochy, integrace diferencialnich forem

Definice 2.12 (orientace plochy). Orientact k-plochy S C R™ rozumime spojité
zobrazeni
7:8 = Ay(R™)

takové, ze pro kazdy bod x € S je 7(x) jednoduchy k-vektor s normou ||7(x)| =1
aspliujici 7(x) € Ag(T,S) (tedy 7(z) reprezentuje tecny prostor 1,5, L(7(z)) =
T.S).

Pozn.:

1. k= 0: Je-li S 0-plocha (tedy mnozina izolovanych bodt), pak jeji orientact
je funkce 7(z) = £1, z € S.

2. k = n: Orientaci n-plochy S v R" je 7(z) = *e; A+ Aey, x € S.

Priklady:

1. Pro 1-plochu S = «(I) dané jako obraz reguldrni kiivky v je 7(v(t)) =

Y@/ @O t el

2. Pro vélcovou plochu S = {z? + y? = 1} C R?® mizeme volit tFeba

7(2,y,2) = (y,—2,0) A (0,0,1), (z,y,2) € S.
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Definice 2.13 (orientovany atlas). (a) Jednoduchd k-plocha S = ¢(U) mé

orientaci o 5
i(u) A A i(u)
F3} Dur
r(p(w) = T2 e wel;
‘ By (W) A "/\M(U)’

tuto orientaci nazveme orientaci indukovanou parametrizact .

(b) Rekneme, ze dvé mapy ¢, plochy S jsou shodné orientované, jestlize
7(p(u)) = 7(¢(v)) kdykoliv p(u) = (v) € S.

(¢) Atlas A plochy S nazveme orientovanym atlasem, jsou-li kazdé jeho dve
mapy shodné orientované. Orientovany atlas zfejmé urcuje orientaci plo-
chy.

Cviceni: Dvé mapy , ¥ plochy S jsou shodné orientované pravé tehdy, kdyz
pro kazdy bod ¢(u) = ¢ (v) € S plati

J(W~ o p)(u) = det D(y " 0 p)(u) > 0.

Cviéeni: Popiste dvé riizné orientace jednotkové sféry S2.

Tvrzeni 2.7. Je-li S C R"™ souvisld k-plocha, pak na S existuje bud Zddnd,
nebo pravé dvé rizné orientace.

Diikaz. Necht existuje orientace 7 souvislé k-plochy S. Pak —7 je ziejmé také
orientaci S. Pro kazdy bod x € S plati bud 7(z) = 7(x), nebo 7(x) = —7(z).
Mnoziny G; :={z € S: 7(z) =7(x)} =a Gy:={zx € S: 7(x) = —7(x)} jsou
oteviend podmnoziny S (protoze funkce x — 7(z)+7(z) a z — 7(x) —7(x) jsou
spojité na S), jsou disjunktni a plati G; UGe = S, tedy vzhledem k souvislosti
S musi platit G; = .S nebo Gy =S, tedy T= —7 nebo 7 =7 na S. O

Pozn.: Existuji plochy, na nichz neexistuje zddnd orientace (napi. Mobiuv
pasek, bude na cviceni).
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8. prednaska (20.11.2025)

Definice 2.14 (integrace diferencidlnich forem). Bud © C R™ oteviend, 0 <
kE<n,we Q) aS C Qnecht je orientovand k-plocha s orientaci 7. Pak
definujeme plosny integrdm druhého druhu formy w na plose S jako

[ [ruras= [ @)@ ns(a),

mé-li integrél na pravé strané smysl.

Pozn.:
1. Vpiipadé k = 0 jew € C*°(£), S je mnozina izolovanych bodu, 7(z) = £1
a fow =73 csT(@)w(x).

2. V piipadé k = n je w = fdxy A -+ A dx, pro néjakou f € C®(Q),
S C Q je oteviend mnozina, muzeme volit 7(x) = e; A--- A e, a pak je

Jyw = fax.

3. Je-li k = 1 a 1-plocha S je déna jako obraz ~(I) kiivky v s v/ = 1 na
I, pak za orientaci muzeme volit 7(y(t)) = +/(t), t € I, a pro 1-formu
w =Y i widzr; dostaneme

[o=[wortwpas= | é%(tmw»dt,

coz je kiivkovy integral druhého druhu z vektorového pole (w1, ..., wy).

4. Integral [, s w vzdy existuje a je koneény (tedy konverguje) pokud SNsptw
je kompaktni, kde

sptw := clo{z € 2 : w(z) # 0}

je nosi¢ formy w (clg zde znadf relativni uzdvér v Q). Skuteéné, spojitd
funkce = — (7(z),w(x)) musi byt omezend na kompaktu S Nsptw a ma
tedy kone¢ny integral vzhledem k mife g, protoze g je koneéna na kom-
paktech (viz lemma nize).

Lemma 2.8. Je-li S C R™ k-plocha a K C S kompakt, pak ps(K) < co.

Dikaz. Je-li A atlas S, pak S C UapE.A im ¢ je oteviené pokryti kompaktu K,
tady existuje koneéné mnoho map ¢, : U; — S takovych, ze K C ¢1(Up)U---U
©p(Up). Mnoziny L; := K \ ¢;(U;) jsou kompaktni a plati Ly N---N L, = 0.
Uvazujme funkci f : z — max; dist(z, L;); funkce je vsude kladnd a nabyva tedy
na kompaktu K svého minima p > 0. Polozme

K;:={zx e K : dist(z,L;) > p}, i=1,...,p.
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K; jsou ziejmé kompaktni mnoziny a plati
KCKi U ---UK,.

(Skutecneé, kdyby existoval bod x € K \ |, K;, pak by vzdélenost = od kazdé
mnoziny L; byla mensi nez p, coz by byl spor s definici p.) Déle pro kazdé i je
K; C (pZ(UZ), tedy

ps(K;) :/ Jy d\F < oo
e H(Ky)
(gpi_l(Ki) C RF je kompakt, protoze ¢; je homeomorfismus, a Jyp; je spojité,
tedy omezend funkce na kompaktu). O

Tvrzeni 2.9. Necht S = ¢(U) je jednoduchd k-plocha s indukovanou orientact,
Q D S oteviend mnozina a w € E¥(Q). Pak

fomf
S U

md-li integrdl na pravé strané smysl.
Diikaz. Necht w = 2oip=pwrdzr. Pak o*w =37, wrdor, kde
dor:=dp;, N+ Ndp;,, = (D)rdug A--- A dug,

pokud I = {iy < --- <y} a (Dp)r znacéi (k x k)-podmatici matice Dy s fadky
z indexové mnoziny I. Pak je

/Ugo*w = / Z (wr o) det(Dey) d)\k(u). (2)

U\11=k

Dile plati Jyp(u) = ‘
formeé

L (U) A A S (u) H a orientaci plochy lze tedy psat ve

() = Uapw) 52w A A 52 (w) = ep) ™ 3 det(Di(u))rer
|I|=Fk

(rovnost napravo je zépisem multivektoru v Pliickerovych soufadnicich). Tedy
mame

/ w= / (r,w) dS = / (rl (), () Juip(u) AN (u).
S S U

Dosazenim za 7(p(u) a vyuzitim definice parovéni (-,-) dostaneme

Jo=[ 3 detDor op)ar

=k

coz se shoduje s tvarem v (2). O
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2.3 Plochy s krajem a Stokesova véta

Definice 2.15 (plocha s krajem). (i) Nechf ) # A C RF a p : A — R™.
Rekneme, ze ¢ je tiidy C™ (na A), jestlize existuje U D A oteviend a ® : U —
R™ tiidy C™ takova, ze |4 = .

(i) Pod k-mapou s krajem v R™ (t¥idy C™) rozumime zobrazeni ¢ : U — R”
(t¥idy C™) takové, ze U je relativné oteviend podmnozina néjakého uzavieného
poloprostoru H C R¥, rank Dy(u) = k, u € U, a ¢ je homeomorfismus U na
e(U).

(iii) Rekneme, Ze neprazdnd mnozina S C R™ je k-plocha s krajem (tfidy
C™), jestlize ke kazdému bodu z € S existuje k-mapa s krajem ¢ : U —
R™ (t¥idy C™) takova, ze im ¢ je relativné oteviend podmnozina S. Soubor A
takovychto k-map, jejichz obrazy pokryvaji S, nazveme atlasem S.

Pozn.:

1. Jellip: A— R tifdy C! a A C int A, pak je diferencidl Dy (u) : R¥ — R”
definovan pro kazdy bod uw € A. (Skutetné, Do(u) = lim;_ oo Do(u;),
pokud u; € int A a u; — w.)

2. Uzavienym poloprostorem R* rozumime libovolnou mnozinu
{x eR¥: (z,a) <t}, 0#acRF tcR.

Relativné oteviend podmnozina U C H je rovna V N H pro néjakou
V C RF otevienou a ziejmé plati U C intU. Tedy diferencidl Dy(u)
je definovan ve vSech bodech u € U k-mapy s krajem .

3. Plocha s krajem nemusi byt uzaviend mnozina. I plocha samotnd (bez
kraje) spliuje definici plochy s krajem. Jako pifklady 2-ploch s krajem
muzeme vzit vnitfek ¢tverce a pridat k nému vnitiky nékterych (nebo
vSech) jeho hran.

Definice 2.16 (tecné vektory na plose s krajem). Bud S C R™ k-plocha s
krajem a x € S. Pak prostor teénych vektoru S v bodé x definujeme jako

T.S :={0}Uu{cd(0): c:[0,e) = S reg. par. kFivka, c(0) = z}.

Tvrzeni 2.10 (popis teénych vektorn). Je-li ¢ : U C H — S mapa s krajem
k-plochy s krajem S a x = p(u) € S, pak

(i) v pripadé u € int U = U Nint H je T,.S = Dip(u)(RF),
(i) v pripadé uw € OU = U NOH je TS = Dy(u)(H — u).

Dukaz. Dukaz je velmi podobny diukazu Véty 1.7. Pripad (i) plyne piimo z
Veéty 1.7. V piipadé (ii) muzeme bez (jmy na obecnosti predpoklidat, ze H =
{(u1,...,u) : up <0} (staci uvazovat slozeni mapy ¢ s vhodnou izometrif).
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(a) Je-li0 £ v = Zle aig—i(u), kde ay, <0, pak ¢(t) = p(us +oat, ..., up+
agt), t € [0,¢), je reguldrni parametrizovand kiivka lezici na plose S (¢ > 0
volime dostatetné malé) a plati ¢/(0) = v.

(b) Je-li ¢ : [0,e) — S regularni parametrizovand kiivka lezic{ na plose
S, ¢(0) = =z, pak ¢ = ¢ o u pro néjakou reguldrni parametrizovanou kiivku
u:[0,e) = U, atedy ¢/(0) = Zle g—i(u)ué(O), pfitom nutné . (0) < 0 (jinak
by u(t) nelezelo v H D U pro dostatetné mald kladnd t). O
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9. prednaska (27.11.2025)

Definice 2.17. Bud S C R" k-plocha s krajem a A jeji atlas sestévajici z map
¢ : Uy, = S. Pak mnozinu

08 == | »(0U,)

peA

nazveme krajem plochy S a mnozinu
int S:=5\09S

vnitrkem S.

Pozn.: Definice kraje a vnittku plochy s krajem nezavisi na volbé atlasu, coz
plyne z piedchoziho tvrzen{ (v bodech kraje je te¢ny prostor poloprostor, kdezto
v bodech vnitiku je to cely prostor dimenze k).

Tvrzeni 2.11 (kraj k-plochy je (k—1)-plocha). Je-li S C R™ k-plocha s krajem,
pak jeji vnitrek int S je k-plocha a kraj S je prdzdnd mnoZina nebo (k — 1)-
plocha.

Diikaz. Tvrzeni staci dokdzat pro jednoduchou k-plochu s krajem. Necht tedy
S = p(U), kde ¢ : U — R* je k-mapa s krajem. Necht déle H C R* je uzavieny
poloprostor, jehoz je U otevienou podmnozinou; bez ijmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze

H = {(u1,...,u) € RF: uy <0}.

(sta¢i uvazovat slozeni mapy s vhodnou izometrii.) Pak ziejmé ¢linty je k-
mapa (bez kraje), tedy int S = ¢(intU) je k-plocha. Ukdzeme, Ze 9 := ¢|oy
je (k — 1)-mapa, pokud je OU # (). Mnozina OU = U N OH C O0H = R*~! je
oteviend a je tifdy C! (jeji parcidlni derivace jsou zaroven parcidlnimi derivacemi

puvodni funkce ¢). Diferencidl D) (u) mé matici (gf? )?;]le:p coZ je podmatice
; ,

diferencidlu Dp(u) a musi tedy mit plnou hodnost (k — 1). Déle je ziejmé 1) :
OU — p(0U) homeomorfismus. Tedy ¢ je (kK — 1)-mapa a 9S = ¢ (9U) je
(k — 1)-mapa. O

Pozn.: Je-li S plocha s krajem, a € 05, pak ziejmé
T,(0S) C T, S.
Budeme zaéit 7,5 := Lin(T,.5).

Definice 2.18 (vngjsi normalovy vektor). Je-li S C R™ k-plocha s krajem
a x € 0S bod kraje, pak jednotkovy vnéjsi normdlovy vektor S v bodé z je
jednotkovy vektor vg(x) € T,S splaujici (vs(z),v) < 0 pro vSechny v € T,,S.
(vs(z) je jedntkovy vektor normélovy k poloprostoru T,.S.)
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Lemma 2.12. Je-li ¢ : U — R"™ mapa S s prislusnym poloprostorem
H={veRF: (vb) <a},
a takovd, Ze x = p(u) pro néjaky uw € OU = U NIOH, pak

Do (u) (Do ()T Dp(w) 10|

Dukaz. Plyne z nésledujiciho cvicent: O

Cviceni: Pro prosté linearni zobrazeni A : R¥ — R™ (reprezentované matici
znacenou rovnéz A) plati:

L. {(u,v) = (A(ATA)"tu, Av), wu,v € R¥;

2. Je-li H = {v € R¥: (u,v) < 0} poloprostor, pak A(H) C L := A(RF) je
rovnéz poloprostor

A(H) ={w e L: (A(ATA)"tu,w) < 0}.

Definice 2.19 (Hodgeho dualita). Je-li V' vektorovy prostor dimenze k se ska-
larnim soucinem (-,-) a s ortonormdlni bézi (ey, ..., ex) (urcujici orientaci V),
pak linedrn{ operator x : V- — Ag_1(V) je definovdn predpisem
v xv, uA ()= {uv)er A Aeg, u€V.
Cviceni: V pripadé V = R"™ plati
VIANA- - NUp_1 =%V <= V=01 X -+ X Up_1
(tedy ze  je v jistém smyslu dudlni operédtor k vektorovému soucinu).

Definice 2.20 (orientace plochy s krajem). Je-li S C R™ k-plocha s krajem, pak
jeji orientaci rozumime orientaci vnitiku int S (kterou lze jednozna¢neé rozsifit i
do bodu kraje). Je-li  +— 75(x), © € S orientace S, pak indukovand orientace
kraje 0S je definovand jako

Tos(x) :=*pvg(z), « € 9,

kde T'=T,S je tecny prostor plochy S v bodé z orientovany ve shodé s orientaci
S a xp zna¢i Hodgeho dualitu v prostoru T'.

Pozn.: Pro mps(x) = us A+ Aug—1 musi vzdy byt

(VS(‘T)aulv cee 7un—1)

kladné orientovand béaze teéného prostoru 1,.S.
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Véta 2.13 (Stokesova véta pro poloprostor). Bud H = {(x1,...,2,) : T, <
0} C R™ wuzavieny poloprostor s orientaci ey A -+ Aep aw € E""HR™) forma
takovd, Ze H Nsptw je kompaktni. Pak

/ dw:/ w.
int H OH

Dukaz. Forma w je tvaru

n
w = Z(*l)iilwi dﬂ?l JANCERIVAN dxi_l A dCCH_l VARERIAN dl‘n,
=1

a tedy

dwz( 6wi>dx1/\-~-/\dacn.

"
i=1 9z

0 Hw;

Pro vSechna i < n je pak fioc Fordz; = 0 (podle Newtonova vzorce, protoze

vSechny parcidlni derivace maji kompaktni nosi¢). Plat{ tedy

n—1 s
/ Z ) dxi A Adzp, =0,
int H i—1 a‘rl

3

0
/ dw = / ( aWnd:%) dry...dz,—1
int H Rn—1 —o0 Oy

z/ Wn (X1, Tp—1,0)dxy ... dTy_1.
]Rn—l

a dostavame

Funkce
o:(r1,. s Tp1) — (T1,...,2p—1,0)

parametrizuje hranici 9H. Tato mapa indukuje orientaci e; A---Ae,_1 na OH,
a protoze vy = ey, je

vpANer A Nepo1 = (=1)""teg Ao Aey,

tedy ¢ indukuje spravnou orientaci v pripadé n lichého a opa¢nou v piipadé n
sudého. Pak plati

/ w = (_1)n—1/ (p:kw
OH Rn—1

:/ wn(T1, .y Tp—1,0)day ... dep_1.
Rn—1
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Tvrzeni 2.14 (lokalni Stokesova véta). Bud S = p(U) C R™ jednoduchd k-
plocha s krajem, Q O S oteviend a w € EF(Q) takovd, Ze SNsptw je kompaktni.

Pak
/ dw = / w.
int S as

Dikaz. Bez ijmy na obecnosti muzeme piedpoklddat, ze U je oteviend podmno-
7ina uzavieného poloprostoru H = {u, < 0} C RF. Ziejmé plati spt(p*w) =
¢ (sptw) a protoZe ¢ je homeomorfismus, je U N spt(p*w) = ¢~ 1 (S Nsptw)
kompaktni. Pak s vyuzitim Tvrzeni 2.9 a Véty 2.13 dostaneme

/ dw = / ¢"(dw) = / d(p*w)
int S int U int U
:/ d(cp*w):/ cp*w:/ @*w:/ w.
int H OH ouU oS

U tieti a Sesté rovnosti také vyuzivdme inkluzi int H N sptd(p*w) C intU a
OH Nspt(p*w) C 9U. O

Véta 2.15 (Stokesova véta). Je-li S C R™ orientovand k-plocha s krajem,
QD S oteviend mnozina a w € EF1(Q) takovd, Ze S Nsptw je kompaktni, pak

/ dw:/ w.
int S a8

[BEZ DIOJKAZU; lze pouzit Stokesovu vétu pro poloprostor a vhodny “roz-
klad jednotky”.]

Pozn.: Jeli M C R” téleso se skoro hladkou hranici (tedy M = int M a
OM je zobecnénd plocha) a 0, M C OM je reguldrni ¢ast hranice M, pak ziejmé
int M UO, M je n-plocha s krajem a kraj 0, M je orientovan vnéjsim normalovym
vektorem v).

Véta 2.16 (Zobecnénd Stokesova véta I). Je-li M C R™ téleso se skoro hladkou
hranici, Q D M oteviend mnoZina a w € E"1(Q) takovd, e M N sptw je

kompaktni, pak
/ dw = / w = / w.
int M oM 0. M

Dausledek 2.17 (Véta o divergenci). Jsou-li M C Q jako v predchozi vété a
F : Q — R" vektorové pole tridy C' takové, Ze M Nspt F je kompaktni, pak

/ div F d\" = / (F,vy) dS.
int M oM

[BEZ DUKAZU]
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Diikaz. Pouzijeme Stokesovu vétu pro (n — 1)-formu

w = Z(—l)iilFi dri A - ANdxi_1 N d$i+1 A---Ndx, € 5”71(9)
=1

Plati dw = div F'dz1 A - - - A dx,,, a podle Stokesovy véty tedy plati

/ div F' d\" :/ w.
int M oM

Déle podle definice plosného integralu druhého druhu je

/ w:/ (tom,w)dS = (var, F) dS,
oM oM aM

kde jsme pouzili rovnosti
(tom (z),w(x)) = (vp (), Fx)), =« € dM
(ponechdno za cvicenf). O

Definice 2.21. Rekneme, ze mnozina (} # S C R” je jednoduchd k-plocha se
skoro hladkym krajem, jestlize S = (M) pro néjakou k-mapu ¢ : U — R™ a
téleso se skoro hladkou hranici M C U C R*. Definujeme int S := ¢(int M),
0S := p(OM) a 0,5 := p(0. M).

Pozn.: Mmnozina int SUQJ, S je ziejmé k-plocha s krajem a jeji orientace je tedy
indukovand mapou .

Véta 2.18 (zobecnéna Stokesova véta, II). Nechf S C R"™ je jednoduchd k-
plocha se skoro hladkym krajem, Q@ O S oteviend a w € EF1(Q) takovd, Ze
S Nsptw je kompaktni. Pak plati

/ dw:/ w.
int S as

Véta plyne z predchozi (zobecnéné Stokesovy) véty:

/ dwz/ cp*(dw):/ d(go*w):/ Lp*w:/ w.
int S int M int M oM oS
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10. pirednaska (4.12.2025)

3 ZAaklady diferenciilni geometrie ploch v R3

3.1 Normala, prvni a druha fundamentalni forma plochy

Ve zbytku piednasky se budeme zabyvat 2-plochami v R? tifdy C*, budeme o
nich hovorit struc¢né jako o plochéch. Orientace plochy S je ddna spojitym zob-
razenim x — N (z), které bodu plochy ptifazuje jednotkovy normélovy vektor.

Toto zobrazeni
N:S—R?

se nazyva Gaussovo zobrazeni. Je-li ¢ : U — S mapa S (respektujici orientaci
S), pak ) )

2 (u) X =2 (u

Nl = oo )

) ) ’
22 (u) x 22 (u)|

Piipomenime si definici diferencialu zobrazeni na plose.

Lemma 3.1. Gaussovo zobrazeni je diferencovatelné a plati
DN (z)(T,S) C T,.S.

Dukaz. Je-li ¢ : U — S mapa a = p(u), pak slozené zobrazeni n := N o ¢ je
diferencovatelné, tedy i N je diferencovatelné v = podle definice. Derivovanim
rovnosti (n(u),n(u)) = 1 dostaneme (Dn(u)(£¢),n(u)) = 0 pro viechna ¢ € R?,
tedy Dn(u)(R?) C T,.S. Tvrzen{ pak plyne z toho, ze DN (x)(TS) = Dn(u)(R?)
(podle definice diferencidlu na plose). O

Definice 3.1. Bud S orientovans plocha a 2 € S .

1. Linedrn{ zobrazeni L, = —DN(z) : T,,S — T,.S se nazyva Weingartenovo
zobrazend.

2. Bilinearni formy na 7,5
IJ/’(va) = <XaY>7
II,(X,)Y) = (L, X,Y), X, YeT,S,

se nazyvaji proni a druhd fundamentdlni forma plochy S v bodé x. Je-li
¢ : U — S mapa takovd, ze x = p(u) pro u € U, a oznac¢ime-lin = N o ¢,
pak vzory I.(-,-) a II.(-,-) pfi df, znacime

9u(&,€) = Lu(dep(u)(€), dp(u)(C)) = (Dep(u) (&), Dp(u)(C)),
hu(€,¢) = I (de(u)(€), dp(u)(¢)) = —(Dn(u)(§), De(u)(C)),

coz jsou bilinearni formy na R? s maticemi

a=((32 <“>’§i<“>>>;=; o= (g gf(“)>)=

34




Pozn.: I, i g, jsou ziejmé symetrické pozitivné definitni bilinearni formy
(jedna se o restrikei skaldrniho souéinu).

Véta 3.2. hy, a tedy i I, je symetrickd bilinedrni forma.

Dikaz. 7 rovnosti (%(u), n(u)) = 0 dostaneme derivovanim

(25 o) (202 o) o

Iuleises) = (g (wnfa) ).

coz je vyraz symetricky v i, j. O

z ¢ehoz plyne

Pozn.: Z diukazu posledni véty je vidét, ze matici druhé fundamentdlni formy

lze vyjadiit ve tvaru
9% 2
= ((ugg o))

Cviéeni: Je-li S C R? orientovan plocha s atlasem A a p : R? — R? shodnost,
tedy afinn{ zobrazeni p :  — b+ Rx s unitdrn{ matici R, pak S := p(S) je
orientovand plocha s atlasem A := {po ¢y : ¢ € A} a jeji normala N a prvni a
druhé fundamentan{ forma g, k spliuji:

N(p(x)) = oRN(2), Gy =gu, hu=0ha, (3)

kde o0 =det R € {-1,1}.
Ndvod.: Pouzijte vatahu D(p o ¢)(u) = R o Dy(u). Déle ovérte a pouzijte:

(Ru) x (Rv) = oR(u x v), wu,v € R3.

3.2 Hlavni sméry a hlavni kfivosti plochy

Piipomernime nejprve Frenetovy rovnice kiivky ¢ : I — R3, které uréuji derivace
vektoru te¢ény (t), hlavn{ normély (n) a binormaly (b) kfivky v pfipadé nenulové
kiivosti k:

t/ 0 x 0 t
n|=|d]l-« 0 7]|n
b’ 0 -7 0 b

Mezi kiivosti kiivky na plose a druhou fundamentalni formou plochy ve
sméru tecny kiivky plati nasledujici dulezity vztah.

Véta 3.3. Bud S orientovand plocha a ¢ : I — S krivka na plose S parame-
trizovand obloukem. Symboly t(s), k(s) znacéime vektor teény a kfivost krivky,
n(s) je vektor hlavni normdly v pripadé k(s) # 0 v bodé s € I. Pak plati

o5 (t(s), (5)) = r(s) (N(c(s)),n(s)), s€l
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Pozn.: Je-li k(s) = 0, vyraz na pravé strané je roven nule a nevadi tedy, ze
vektor hlavni normadly kiivky neni definovan.

Dukaz. Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze existuje mapa ¢ :
U — S plochy takova, ze c¢(I) C o(U). Pak u := ¢~ toc: I — U je regularni
parametrizovand kiivka takova, ze ¢ = ¢ o u na I. Pro kazdé s € I plati

(5 (c'(5),c'(5)) = hugs)(u'(s),u/(s))
= —(Dn(u
= —{((nou ' (
= ((nou)(s),c"(s))
= £(s) (N(c(s)),n(s)),

pfitom ¢tvrtou rovnost dostaneme derivovdnim rovnosti ((n o u),¢’) = 0, a
posledni rovnost plyne z Frenetovych vzorcu. O

Dusledkem je vztah zndmy jako Meusnierova véta:

Véta 3.4 (Meusnier). Necht S a c jsou jako v predchozi vété a oznacme 0(s) €
[0, 5] dhel mezi normdlou N(c(s)) k plose a oskulacni rovinou krivky c¢ v bodé
s. Pak

[ (5)(t(s),t(s))| = K(s)cosO(s), sel.
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11. pFednaska (11.12.2025)

Definice 3.2. S bud orientovand plocha, z € S, 0 # X € T, S. Pak ¢islo

| IL(X, X)
n(X) = L(X, X)

nazveme normdlovou kiivosti plochy v bodé = a ve sméru X.

Pozn.:

1. Zrejme plati k,, (aX) = K, (X) pro kazdé o # 0, Ky, je tedy skutecéné funkef
‘smeéru’ (X) = {aX : a € R}.

2. Z Meusnierovy véty plyne, ze |k, (X)| je kiivost kiivky lezici v fezu plochy
rovinou z + (X, N(z)) v bodé z.

Zvolme x € S pevné a oznatme
TS ={X €T,S: |X| =1}

Funkci #,, miizeme piirozené chépat jako funkci na T)}S; jako spojitd funkce na
kompaktu zde musi nabyvat minima a maxima.

Definice 3.3. X € TS (resp. aX pro a # 0) je hlavnim smérem plochy S v
bodé z, jestlize k,, nabyvé extrému v X. Hodnota x,,(X) se pak nazyva hlavni
krivosti plochy v bodé x.

Pozn.: X je hlavni smér, pravé kdyz —X je hlavni smér.

Hledani hlavnich sméru a hlavnich kfivosti: Jedna se o tlohu na vazany
extrém

min / max{IT,(X, X) : [,(X,X) = 1}.

Je-li p : U — S mapa plochy s p(u) = x, pak lze ekvivalentné tlohu pfevést na
hleddn{ extrému (¢ € R?)

min / max{hu(§,§) : gu(§,€) = 1}

Metodou Lagrangeovych multiplikdtoru se tloha prevede na hledani stacionarnich
bodu funkce

Funkce A je diferencovatelnd a ve staciondrnich bodech (bodech s nulovym di-
ferencidlem) musi platit

dA e 2 (1,0) = 2h,(£,m) — 2Agu(§,m) =0 pro viechna n € R?,
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v maticovém zapisu
0T (hy — Agu)€E =0, neR2

Posledni podminka nastane, pravé kdyz
(hu = Agu)§ =0, (4)
coz muze nastat jediné kdyz
det(hy — Agu) = 0. (5)

Vsimnéme si, ze vektor £ z (4) je hlavnim smérem (resp. jeho obraz De(u)f), a
hodnota A z (4) nebo (5) je hlavn{ kiivosti.

Véta 3.5. Jsou-li \y # Aoy dvé 7esend (5) a &1, & odpovidajici Tesent (4), plati
gu(&1,€2) = 0 (neboli hlavni sméry odpovidajici ruzngm hlavnim krivostem jsou
vzdjemné kolmé). Hlavni sméry X; = Dp(u)§; jsou vlastnimi vektory Weingar-
tenova zobrazeni L, s vlastnimi cisly \;:

L.(X;)=NX,, i=1,2.
Hodnoty \; jsou extremdlnimi hodnotami normdlové kiivosti ve smérech X;.
Diikaz. Odectenim rovnic (dusledek (4))
& (hy = Mgés = 0,
& (hu — Aagu)éa = 0.
Z (4) déale odvodime
II,(X;,Y) = M1.(X,,Y), Y eT,S,

z ¢ehoz plyne L, X; = \;X; a kn(X;, Xi) = A O

Mohou nastat tyto pripady:

1. Rovnice (5) ma jediné feseni \;, pak \; = k,(X) pro véechna X € TS
(kazdy smeér je hlavnim smérem):

(a) A1 =0, z je plandrni bod plochy,
(b) A\ #0, z je kruhovy bod plochy.

2. Rovnice (5) ma dvé feseni \; < Ao, odpovidajici hlavn{ smeéry X, Xs
(X; = Dp(u)§;) jsou navzijem kolmé:

(a) M2 > 0, x je elipticky bod plochy,
(b) A1A2 =0, z je parabolicky bod plochy,
(c) A2 <0, z je hyperbolicky bod plochy.
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Definice 3.4. Funkce K (x) = A\ (2)A2(x) se nazyvd Gaussova kiivost a H(x) =
MA@ gyiredng kivost plochy. (Je-li jeding hlavn kfivost, klademe Ao = A;.)

Véta 3.6. Je-li o : U — S mapa a p(u) = x, pak

det b
K@) = S (6)
G + g2h — 2g1hY
2det gy,

(9% h¥ znaci proky matic gy, ha).
Dukaz: Vzorce se odvodi piimo z (5).

Disledek: K, H jsou diferencovatelné funkce na plose S.

Lemma 3.7. Je-li A (z0) # A2(x0), pak existuje okoli V' bodu xq a funkce A1, A2
diferencovatelné na S NV takové, Ze \1(x), A2(x) jsou hlavni kiivosti plochy v
bodé x pro kazdy x € SNV.

Dukaz. Zvolme mapu ¢ : U — S s p(ug) = xo. Aplikujeme vétu o implicitnich
funkcich pro funkci

(A u) = A2 — 2H (p(u)A + K (p(w) = 0
v bodech (A1(zg), ug) a (Az2(x0),up) Podminka Aj(ug) # Aa(ug) zarucuje, ze

0P .
7y i(@0), uo) = 2(Ai(z0) — H(p(uo))) #0, i=1,2.
Definice 3.5. Bud S orientovand plocha.

1. Regularni parametrizovand kiivka c¢ : I — S na ploSe S je hlavni krivkou,
jestlize ¢/(t) je hlavnim smérem pro kazdé ¢t € 1.

2. Nenulovy vektor X € T,.S je asymptotickym smérem na plose S v bodé z,
jestlize IT, (X, X) = 0.

3. Regularni parametrizovand kiivka ¢ : I — S na plose S je asymptotickou
krivkou, jestlize ¢/(t) je asymptotickym smérem pro kazdé t € I.

Tvrzeni 3.8. Bud S plocha ax € S.
1. Je-li K(x) > 0, neexistuje v x Zddny asymptoticky smer.
2. Je-li K(x) <0, existuji v & prdvé dva rizné asymptotické sméry.
3. Je-li K(x) =0 a0= A\ (x) # Aa(x), existuje v x privé jeden asymptoticky

smér, ktery je zdroven hlavnim smérem.
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4. Je-li K(z) =0 a 0= X\ (x) = Xa(2), je v kaZdy smér asymptoticky.

Dukaz. Tvrzeni plyne piimo z definic. Vyuziva faktu, Ze normalova kiivost
nabyvé na jednotkové kruznici nejvyse dvou lokalnich extrému ve dvou na sebe
kolmych smérech. U

Véta 3.9. Bud ¢ : U — S mapa plochy S. Reguldrni parametrizovand krivka
c(t) = p(u(t),v(t)), t € I, na plose S je (8) hlavni, (9) asymptotickd, prdvé
tehdy, kdyz vyhovuje rovnici

(U/)2 _UIUI (uI)Q

det | g't g2 g% =0 (8)
hll h12 h22
WY W2 4+ 20 2 + W2 ()2 = o 9)

Dikaz. Pro hlavni kiivku vyuZzijeme rovnice (4), z niZ plyne, Ze ¢ je hlavni
kiivka pravé tehdy, kdyz pro kazdé t jsou vektory g& a h& linearné zavislé, kde
9= Gutyw) a €= (W (t),v'(t))". Toto je dédle ekvivalentni vztahu

Uy 4 g120, B 4 12y,
0 = det(g¢, h§) = det ( ggu/ +g2zvl B2y 1 B2y | tel,

coz je stejnd rovnice, jako v (8). Ekvivalence pro asymptotickou kiivku plyne
pifmo z definice. O
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12. pfednaska (18.12.2025)

3.3 Geodetiky na plose

Tvrzeni 3.10 (Délka kiivky na plose). Je-lic: I — S regularni krivka na plose
S, pak jeji délka je rovna

5 = [ Lo (o). c0) dr

Je-li o : U — S mapa S a c= pou, pak

L(c) = / Suo (@ (1), w (1)) dt.

Diikaz. Vzorce plynou piimo ze vztahu L(c) = [;||¢/(t)|| dt a z definice prvni
fundamentalni formy plochy. O

Motivace pro definici geodetik. Meéjme orientovanou plochu S a regularni
parametrizovanou kiivku ¢ : I — S na plose S. Hledime podminky zarucujici,
ze kiivka c¢ spojuje nejkratsim moznym zpusobem libovolné své dva ruzné do-
statecné blizké body. Pozménime malo kiivku ¢ na okoli néjakého bodu = = ¢(t)
vychylkou ve sméru teéném k plose a kolmém k tecné kiivky:

ce(t) = c(t) + ea(t)(c () x N(c(t))),

kde N(t) = n(u(t)), € > 0 malé a «a(t) je libovolna diferencovatelnd funkce.
Délka ¢éasti kiivky c. je [;[|cL||. Chceme, aby tato délka byla minimélni pro
e = 0 pfi libovolné volbé funkce «, coz znamend podminku

cll

D e
de" ¢

« > 0 libovolna. Mame

c=c +ed(d x (Noc))+eald x (Noc))+eald x (Noc)),

tedy
d (¢, (a(¢ x (Vo)) +a(e x (Noc) +ale x (Noe))))
R / —
azleelly el
= &det(c’ ' Noc).
e S

Posledni vyraz je roven 0 pro libovolnou «, prave kdyz jsou vektory ¢, ¢, Noc
linedrné zavislé.
Definice 3.6. Regularni kiivka ¢ : I — S na ploSe S se nazyva geodetikou,
jestlize

det(c'(t),c"(t), N(c(t))) = 0 pro kazdé t € I.
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Pozn.: Vlastnost kiivky ‘byt geodetikou na plose’ je zfejmé invariantni vuci
zméné parametru kiivky i plochy.

Priiklady
1. V roviné jsou geodetiky pravé vsechny piimky.

2. Nasfére {22 +y?+22 = r?} jsou geodetiky (pravé) viechny hlavni kruznice,
tj. kruznice maximalniho poloméru r.

3. Cést pifmky je geodetikou na libovolné ploge.
4. Na vélcové ploge {2 + y? = 1} parametrizované mapou
f(u,v) = (cosu,sinu,v)”

jsou geodetiky ‘spirdly’ parametrizované napi. u = a1t + 51, v = ast+ fPs,
a? + a2 > 0 (tyto kiivky odpovidaji pifmkam po ‘rozbaleni’ plochy do

roviny).

Véta 3.11. Bud S plocha a x € S. Pak existuje okoli V bodu x tak, Ze kazdd
geodetika ¢ : I — SNV na plose S je nejkratsi spojnici na plose libovolnich
dvou svijch bodi (jingmi slovy, délka libovolné krivky na plose spojujici dva body
c(a),c(b), a,b € I, je vétsi nebo rovna délce geodetiky c | [a,b] a rovnost nastdvd
pouze v pripadé, kdy obrazy obou kiivek splyvaji).

[Bez dikazu]

Poznamka: Véta skutecné plati jen lokdlné: z piikladu vélcové plochy je
ziejmé, Ze libovolné dva jeji body, které nelezi na spoleéné ‘rovnobézce’ (kruznici
kolmé k ose vélce), 1ze spojit nekonetné mnoha geodetickymi kiivkami (‘spirdlami’)
libovolné velké délky.

Definice 3.7. Bud S orientovand plocha a ¢ : I — S reguldrni kiivka na plose
S. Geodetickou krivost kiivky ¢ definujeme predpisem

det (¢(0), (1), N(e(0)
|

Kkg(t) = TEGIE , tel

Poznamky:

1. Neni tézké ovérit, ze absolutni hodnota geodetické kiivosti nezavisi na
parametrizaci kiivky. Znaménko geodetické kiivosti lze zménit zménou
orientace jak kiivky, tak plochy.

2. 7 definice je zifejmé, ze kiivka c je geodetikou, praveé kdyz jeji geodeticka
kfivost je nulova.
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Veéta 3.12. Pro kiivku ¢ : I — S na plose S plati
|kg(t)| = K(t)sinb(t), tel,

kde k(t) je krivost krivky ¢ v R® a 0(t) € [0,7/2] je thel mezi normdlou plochy
a oskulacni rovinou kiivky v neinflexnim bodé t krivky.

Diikaz. Bez Gijmy na obecnosti muzeme piedpokladat, ze kiivka je parametrizo-
vana obloukem. Z definice geodetické kiivosti a z Frenetovych vzorcu pro kiivku
dostaneme

lkg(s)] = |det(c(s),c"(s), N(c(s)))|
= |det(t(s),t'(s), N(c(s)))]
= £(s)|det(t(s),n(s), N(c(s)))|
= #(s)|(b(s), N(c(s)))|
k(s)sinf(s).

O

Vyuzijeme-li Meusnierovu vétu (Dusledek 3.4) a nezévislost kiivosti na pa-
rametrizaci, dostavame

Dusledek 3.13. Pro reguldrni krivku ¢ : I — S na plose S plati ndsledugjici
vztah mezi obycejnou a geodetickou krivosti krivky a normdlovou kiivosti plochy:

K2(t) = ko (' () + ro(t), tel

Definice 3.8. Kiivka c¢: I — S na plose S je parametrizovand geodetika, jestlize
je geodetika a navic plati ||¢/(t)|| = konst. na I.

Pozn.: Ziejmé c: I — S je parametrizovand geodetika pravé tehdy, kdyz pro
kazdé t je vektor ¢’(t) ndsobkem normélového vektoru N(c(t)) plochy. (Deri-
vovanim vztahu (¢/(t), ¢ (t)) = const totiz dostaneme (c’(t), " (t)) = 0.)

Definice 3.9 (Chrlstoﬂolovy symboly plochy). Bud ¢ : U — S mapa plochy S a

pisme strucné ¢, := du,? ij = 05 a0 bJ =12 Vektory {¢1(u), p2(u), n(u)}
tvorf bazi R? pro libovolné u € U a mizeme vyjadiit vektory ¢;;(u) vzhledem
k této bazi:

wij(u) = Tj;(u)pr(u) + T3 (w)pa(u) + ki n(w). (10)
Koeficienty Fi—“j(u) v tomto rozkladu se nazyvaji Christoffelovy symboly plochy
v bodé u (i,7,k = 1,2).

Pozn.: Koeficienty h% v rozkladu (10) jsou pifslusné koeficienty matice h,,
druhé fundamentdln{ formy plochy, coz plyne z rovnosti (p;;(u), n(u)) = hiJ.
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Cviceni: Plat{
r (1. 1)
y )= 7 ij=1,2.
( I > () ( (pijipa) )7 0T
Rovnice pro parametrizované geodetiky Pro kiivku ¢ = pou:1 — S
na plose S plati

c(t) = uy ()pr (u(t)) + uy () p2(u(t))

a pro druhou derivaci dostaneme

Zuz oi+ 30wy
g

- § g p; + E E uiu; (F}jgpl + F?j‘PQ + hijn)
i g

:Z +ZZuzu] i <pk+zzhijnu'iu;
k i g

Aby ¢ byla parametrizovand geodetika, musi byt koeficienty u ) v poslednim
vyjadieni nulové. Tim jsme odvodili nasledujici vétu.

Véta 3.14 (Rovnice pro geodetiky). Krivka ¢ = pou : I — S na plose S s
mapou p je parametrizovand geodetika prdavé tehdy, kdyz

+ZZU£U9F}J =0,
+ZZuiu;Ffj =

Vyse uvedend soustava je soustavou diferencidlnich rovnic druhého fadu pro
dvojici funkef u(t) = (u1(t), ua2(t)) a z teorie takovychto rovnic plyne:

Véta 3.15. Bud S plocha a v € S. Ke kazdému vektoru 0 # X € T, S existuje
prdvé jedna parametrizovand geodetika ¢ : I — S takovd, Ze ¢(0) = x a ¢'(0) =
X.
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13. pirednaska (8.1.2026)
Prednaska 20.5.2022

3.4 Izometrie ploch, vnitini vlastnosti plochy, Theorema
Egregium

Definice 3.10 (Izometrie ploch). Zobrazeni ® : S; — Sa plochy S1 na plochu
Sy je izometrie, jestlize ® je bijekce, ® a ' jsou C>® a plati

I5)(X,Y) = Ié%))(ch( )X, D®(2)Y), z €S, X,Y €T,5.
Lemma 3.16. Je-li ® : S; — Sy izometrie ploch a ¢ : I — S1 reguldrni krivka
na S1, pak ® o ¢ je reguldrni kiivka na Sy stejné délky, tedy L(c) = L(P o c).

Dikaz. (a) Je-li p: U — S; mapa S1, pak Poyp : U — S5 je mapa Sy (snadné).
(b) Kfivka ¢ : I — S7 je lokalné tvaru ¢ = ¢ o u pro néjakou mapu ¢ plochy
Sy a regularni kiivku w: I — U v U. Pak ®oc = (Do p) o u je reguldrni kiivka
na Ss.
(¢) Pro délku kiivky plati

L(®oc) /\/zqf(igt)) (® 0 o) (t), (B o o) (t) dt

protoze

(®oc)(t) = DO(c(t))c'(t)
(cviceni - pouzije se definice diferencidlu zobrazeni na plose). O
Piiklady:

1. Cast roviny S; = R x (=, 7) je izometrickd ¢asti vélce Sy = {x? + y* =
1, z # -1} C R? (izometrie ®(u,v) = (cosv,sinv,u)).

2. Sroubové plocha s parametrizaci
w1(ug,uz) = (ug cosug, ugsinug, auq), (u1,us) € R2,
je izometricka katenoidu
wa(v1,v2) = a(cosh vy cos vy, coshvg sinwvy, va), (v1,vq) € R?
(uvazujte difeomorfismus
¥ (v1,v2) — (v1,asinhvy)

a@::g020¢o<p1_1:51—>52).
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Bud S C R? orientovana plocha. Jejimi wnitinimi vlastnostmi rozumime
vlastnosti dané jeji prvni fundamentdlni formou. Vsechny vnitini vlastnosti se
tedy zachovavaji pii izometrickém zobrazeni a lze je pfrenést i do kontextu
Riemannovy geometrie. Ne vSechny charakteristiky plochy jsou v8ak vnitini,
napiiklad Gaussovo zobrazeni z +— N(z) neni ddno prvni{ fundamentélni for-
mou.

V celé kapitole bude déana mapa plochy S, ¢ : U — S. Budeme pouzivat
jako v predchozi kapitole uisporné znaceni parcialnich derivaci pomoci dolnich
indexu (tedy napf. ¢; = %, Vij = %). n; = %, 1,7 = 1,2, a tak podobné.
Podobné jako diive budeme znacit g*/, h* koeficienty matic prvni a druhé funda-
mentélni formy ¢,k a a* budou koeficienty inverzni matice a = ¢~ %, 4,5 = 1, 2.

Tvrzeni 3.17. Proi,j,k = 1,2 plati
D)
kol

Ffj = Z a! {ij, 1)

l
1 o
52 a"(g +al' —a).
1

Dikaz. Prvnirovnost se ovéii skaldrnim ndsobenim obou stran vektory 1, o, n.
Podobné pii dikazu druhé rovnosti ndsobime obé strany rovnice (10) skalarné
©1, 2. Posledni rovnost ovéiime dosazenim za derivace g’ . O

Dusledek 3.18. Christoffelovy symboly jsou vnitii charakteristiky plochy. Byti
geodetikou na plose je vnitind vlastnosti plochy. Geodetiky jsou tedy (pomoct
diferencidlnich rovnic) definovdany i v Riemannové plose.

Podle predpokladu je ¢ diferencovatelné zobrazeni, ma tedy zaménné smisené
parcialni derivace tietiho fadu

Pijk = Pikj, Z7J7k:172

Upravime-li tento vztah s vyuzitim Cristoffelovych symboli, dostaneme
Z (Fﬁj,kcpl + Fﬁjgalk> + hfcjn + Wiy, = Z (Fﬁk’jcpz + I‘likaplj) + hé-kn + hiknj.
1 1
Dosadime-li opét vyjadieni ¢;; a n;, dostaneme
1 l ij ik
0 = > (Phx=They )+ (B = BF)n
1
+ Z Féj ( Z F%@m + hlkn) - Z Fék ( Z F;?(Pm + hljn)
l m l m
th Z Z hklalmapm 4 hik Z Z hjla“”gom.
I m I m
Porovnanim koeficientu u ¢,, a n dostaneme nésledujici rovnice.
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Véta 3.19. Proi,j,k,m = 1,2 plati vztahy
T =Ty + > (DT = TLIy) = > a™ (W9RH = p*at) - (11)
1 !
(Gaussova rovnice) a
> (Tl = Thn'T) 4 hif = bk =0 (12)
!

(Codazzi-Mainardiho rovnice).

Dosadime-li do pravé strany Gaussovy rovnice (11) hodnoty ¢ = j = 1 a
k =m = 2, dostaneme

ZGJZQ (h11h2l _ h12h1l) _ (122 det h = gll det h _ gllK
; det g

kde K je Gaussova kiivost plochy v daném bodé. Jako dusledek tohoto pozo-
rovani dostavame slavnou Gaussovu vétu.

Véta 3.20 (Theorema Egregium). Pro Gaussovu kfivost parametrizované plo-
chy plati

o= ) (Tt o 3 (Rarh - art) )
1
Specidlné tedy Gaussova krivost je funkci pruni fundamentdlni formy, cili je

vnitrnd vlastnosti plochy.

Disledek 3.21. Izometrické plochy maji v odpovidagicich bodech stejnou Gaus-
sovu krivost.

V piipadé nulové kiivosti plati i obracena implikace:

Véta 3.22. Bud S C R? plocha, jejiz Gaussova kiivost je identicky rovna 0 na
S. Pak ke kaZdému x € S existuje okoli V' tak, Ze SNV je izometrickd ¢dsti
roviny.

(bez dukazu)
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