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0 Uvod

Ptednéska bude mit tyto tfi ¢asti:

1. Plochy v R™, te¢ny prostor, mira na plochéch, plosny integral prvniho
druhu, Gaussova-Ostrogradského véta.

2. Diferencialni formy v R", integrace diferencialnich forem, Stokesova véta.

3. Zaklady diferencialni geometrie ploch v R?: hlavni sméry a hlavni kiivosti
plochy, Gaussova a stiedni kiivost, geodetiky.

Piipomeinime dvé dulezité véty z Matematické analyzy, které budeme opa-
kované pouzivat. Pro totdlni diferencidl zobrazeni f : U ¢ R¥ — R™ budeme
pouzivat znaceni D f(u) : R¥ — R™ (u € U).

Pozn.: Okolim bodu p v metrickém prostoru X budeme rozumét libovolnou
otevienou mnozinu U C X obsahujici bod p.

Véta 0.1 (Véta o implicitnich funkcich). Bud G C R" oteviend, F : G — R"*
zobrazeni tiidy C™ (m > 1) a bod (zo,y0) € G C R* x R"F necht spliuje
F(z0,9)=0a

8Fi n—k
det <3($07y0)> # 0.
Yj i,j=1
Pak existuji okoli U C R¥ bodu xo a V C R"™F bodu yo takovd, e U xV C G, a
existuje zobrazend g : U — V tridy C™ takové, Ze pro kazdé x € U, F(x,g(x)) =
0 a g(x) je jedingm bodem y € V, pro néjz F(x,y) = 0.

Véta 0.2 (Véta o inverznim zobrazeni, ¢i o lokélnim difeomorfismu). Bud' U C
R™ oteviend, g : U — R™ zobrazeni tridy C™ (m > 1) a zy € U takovy,
Ze matice Dg(xo) je reguldrni. Pak existuje okoli Uy C U bodu xo takové, Ze
Vo := g(Up) je oteviend mnoZina a g|Uy : Uy — Vo je difeomorfismus tridy C™
(tedy prosté zobrazeni a (g|Uo) ™t je tridy C™).



1 Plosny integral prvniho druhu

1.1 Plochy v R"

Definice 1.1. (i) Parametrizovanou k-plochou t¥idy C™ rozumime zobra-
zeni p : U — R" tiidy C™ definované na oteviené mnoziné U C R* a
spliujici rank Do(u) = k, u € U. Neuvedeme-li konkrétni t¥idu hladkosti
C™, budeme vzdy mit na mysli hladkost t¥idy C°.

(ii) Parametrizovanou k-plochu ¢ : U — R™ nazveme k-mapou, jestlize ¢ je
homeomorfismus U na ¢(U).

Priklady:

1. Reguldrni parametrizovand kiivka ¢ : (a,b) — R? je parametrizovanou
1-plochou.

2. Zobrazeni
¢ : (u,v) = (ucosv,usinv,u), u>0,veER,
je parametrizovana 2-plocha, ale ne mapa.

3. Ani prostd parametrizovang plocha nemusi byt mapou (ptiklad bude na
cviceni).
Tvrzeni 1.1 (Graf funkce je mapa). Je-li U C R¥ oteviend a f : U — R"™F je
tridy C™ (m > 1), pak zobrazeni

@ u (u, f(u))
je k-mapa tridy C™ (v R™).

Dikaz. Je ziejmé, ze p je prosté, tiidy C™ a rank Dy = k na U. Zbyva ukézat,
7e o' je spojité na p(U). ! je ovéem restrikci projekce z R™ do prvnich k
soufadnic, tedy jako restrikce spojitého zobrazeni je téz spojité. O

Véta 1.2 (Parametrizovana plocha je lokalné mapou). Bud ¢ : U C R¥ — R”
tridy C™ (m > 1). Pak plati:

(i) Je-li uw € U takovy, Ze rank Dp(u) = k, pak existuje okoli Uy C U bodu u
takové, Ze restrikce p|Uy je k-mapa tridy C™.

(ii) Je-li Uy C U omezend oteviend podmnozina takovd, ze Uy C U, o je prosté
na Uy, rank Do = k na Uy a ©(Uy) N @(0Uy) = 0, pak o|Uy je k-mapa
tridy C™.

Dukaz. (i) Protoze rank Dp(u) = k, je aspon jedna ¢tvercové podmatice Dip(u)

reguldrni (to je dusledek Cauchy-Binetova vzorce ze cviceni). Bez ijmy na obec-

k
o (u)) je reguldrni. Pak zobrazeni h : u +—
i) ig=1

nosti predpokladejme, ze (g



(p1(u), ..., ox(u)) z U do R¥ ma regularni diferencidl v bodé u, a podle véty
o inverznim zobrazeni je tedy na okoli w difeomorfismem, specidlné tedy je
rank Dh = k na Uy a h|Uy je homeomorfismus. Pak zfejmé i rank Dp = k
na Uy a ¢|Uy je homeomorfismus, tedy ¢|Up je k-mapa.

(ii) Potiebujeme ukazat, ze (¢|Up)~! je spojité na o(Up). Pro spor predpo-
klddejme, Ze tomu tak neni, tedy Ze existuje posloupnost z; = p(u;) € ¢(Up),
x; = xo = ¢(ug), a pritom wu; 4 ug. Mnozina Uy je omezend, tedy existuje
podposloupnost uq;y — u' € Uy, v # ug. Ze spojitosti ¢ plyne ©(Uo(s) =
Ty — @(u'), tedy p(u') = ¢(up). Déle podle predpokladu musi lezet i v’ € Uy,
a protoze ¢ je prosté na Uy dostdvame v’ = ug, tedy spor. O

Piiklad - mapa sféry: Zobrazeni
©: (u,v) — (cosucosv,sinucosv,sinv)
je 2-mapa na (—w + C, 7+ C) x (—7/2,7/2) pro libovolné C € R.

Definice 1.2 (plocha). Neprdzdnou mnozinu S C R™ nazveme k-plochou (tiidy
C™), jestlize ke kazdému bodu z € S existuje V- C R™ okoli bodu x a k-mapa
(tiidy C™) ¢ : U — R" takovd, ze ¢(U) = V N S. Rekneme pak, ze kazds
takovd mapa ¢ je mapou plochy S. Specidlné obraz im ¢ = ¢(U) jedné k-mapy
o nazveme jednoduchou k-plochou.

Pozn.: Podle definice je tedy obraz im ¢ mapy ¢ plochy S relativné otevienou
podmnozinou plochy S.

Definice 1.3 (atlas plochy). Je-li S € R™ k-plocha, pak libovolny soubor A
map plochy S s vlastnosti S = UgaE.A im ¢ nazveme atlasem plochy S.

Piiklady:
1. Graf funkce f : U — R"* tiidy C" je jednoduchou k-plochou.

2. Mnozina S = {(z,y,2) : 2% + y? = 1} je 2-plocha v R? s atlasem A =

{9017 902}7
v1(u,v) = pa(u,v) = (cosv,sinv, u),

domy; =R x (—m,7), dom ps =R x (0, 27).

Véta 1.3 (Implicitné zadana plocha). Bud G C R" oteviend a f : G — R"*
zobrazend tridy C™. Necht v kazdém bodé x € f~*({0}) platirank D f(x) = n—k.
Pak f=1{0} je k-plocha tridy C™.

Diikaz. Necht a € f~1({0}). Protoze rank Df(a) = n — k, existuje reguldrni
¢tvercovd submatice D f(a) o n — k tddcich (dusledek Cauchy-Binetova vzorce
ze cviceni). Budeme bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddat, ze

i=1,5=k+1



je regularni. Podle véty o implicitnich funkcich existuje okoli U bodu (aq, .. ., ax),
okoli V bodu (ag41,...,an) a C™ zobrazeni g : U — V takové, ze g(aq, . ..,ax) =
(Agst1s .-y an) a

graf g == {(u, g(u)) : we U} = f71{0}) N (U x V).
Tedy f~({0}) je k-plocha. O

Priklady:
1. Jednotkova sféra v R™,
Svhi={zx e R": ||z|| = 1},
je (n — 1)-plocha.
2. Mnozina
S={zxecR: |z =1, 1 +z2 + 3 + 24 = 0}
je 2-plocha v R*.
Je-li L linedrni podprostor R™, pak symbolem L budeme znaéit ortogonalni
podprostor k L (L :={v € R" : (u,v) =0, u € L}).

Véta 1.4 (plochu lze lokdlné parametrizovat jako graf funkce). Bud S C R™
k-plocha tridy C™ (m > 1). Pak ke kaZdému bodu x € S existuje okoli V (v
R"), k-rozmérng podprostor L C R™, W C L oteviend a zobrazeni h : W — L*
takové, Ze

graf h :={w+h(w): weW}=5nW.

Diikaz. Podle definice k-plochy k danému bodu x € S existuje k-mapa ¢ :
U Cc RF — S tifdy O™ takova, ze p(U) je relativné oteviend podmnozina S
a x = ¢(u) pro néjaky u € U. Protoze rank Dy(u) = k, mé De(u) (podle
Cauchy-Binetova vzorce) reguldrn{ ¢tvercovou podmatici k x k, tedy existuje
Ic{1,...,n}, |I| =k, tak, ze

(20
du; i€l 1<<k

je reguldrni matice. Ozna¢me L := Lin{e; : 7 € I}, II necht je ortogondlni
projekce z R™ do L, a v := II(x). Zobrazeni g := II o ¢ spliuje predpoklady
véty o inverznim zobrazeni, tedy existuje Uy C U oteviena, u € Uy, takova, ze
W :=g(Up) C L je oteviend a g : Uy — W je difeomorfismus tiidy C™. Polozme

h:we pog t(w)—w, weW.
Ziejmé h: W — Lt je tifdy C™ a
{w+ h(w) : we W} = p(Up)

je relativné oteviend podmnozina S (nebot ¢ je homeomorfismus), tedy ¢(Uy) =
S NV pro néjakou otevienou mnozinu V' C R". O

Definice 1.4. Rekneme, ze mnozina A C R" je lokdlné uzaviens, jestlize A =
F NG pro néjakou G C R™ otevrrenou a F' C R™ uzavienou.



Pozn.: Kazdd lokdlné uzaviend mnozina je Borelovskd. Déle plati: A je lokdlné
uzaviend pravé tehdy, kdyz A je relativné oteviend v uzévéru A (cviceni).

Tvrzeni 1.5 (lokdln{ uzavienost plochy). Kazdd k-plocha vR™ je lokdlné uzaviend.

Diikaz. Ukézeme, ze ke kazdému bodu z € S existuje k-mapa ¢, : Uy — S
takova, ze x € v, (Uz) a ¢, (Uy) = SNV, pro néjakou V,, C R™ otevienou. Pak

plati
S = (U Vr> n’s,

zeS

tedy S je lokdlné uzaviend.

Ke kazdému x € S existuje k-mapa ¢ : U C R¥ — S takovd, ze © = ¢(u)
pro n&jaky u € U. Bud U, omezen4 oteviena mnozina obsahujici u a takova, Ze
U, C U. Pak ¢, := ¢p|U, je k-mapa a tedy existuje V,, C R" oteviend takova, ze
©0:(Uz) = Vo, N S. Ukdzeme, ze V, NS =V, NS, tedy Ze @, je hledana k-mapa.
Necht z¢ € V, N S. Pak existuje posloupnost x; € V, NS, x; — 20, z; = ¢(u;),
u; € U,. Protoze U, je kompaktni, mizeme (pfechodem k podposloupnosti)
piedpokladat, ze u; — ug € U,. Pak (¢ je spojité) platf z; = ¢(u;) — ¢(uo), a
tedy g = p(ug), tedy nutné z¢ € S. O



