Geometrie - cviceni 6, 2020

1. Bud c¢: I — S asymptotickd kiivka na plose S parametrizované obloukem a s € T
neinflexni bod. Ukazte, ze jeji torze splnuje

kde K (x) je Gaussova kiivost plochy v bodé x.

Néavod: Z minulého cviceni vime, ze binormala asymptotické kiivky se shoduje az
na znaménko s normélou plochy, z ¢ehoz plyne vztah |7(s)| = [|n'(s)]|, kde n(s) =
N(c(s)). Budte Xi, X, jednotkové hlavni sméry plochy v bodé c(s) a A, Ay od-
povidajici hlavni kiivosti, a necht (s) = X; cosf + X, sin 6. Pak

n'(s) - X; = I 5)(c'(5), Xi) = M(d(s) - Xi),

sectenfm dostaneme ||n’(s))||?> = A} cos? 0+A3 sin® 0. Zaroveii protoze ¢ (s) je asympto-
ticky smér, z Eulerovy rovnice plati A; cos? § + Ay sin? @ = 0. Vynédsobime-li posledni
rovnici postupneé ¢isly A\; a Ay a obé rovnice se¢teme, dostaneme pozadovany vzorecek.

2. Ukazte, ze pro a,b,c,d € R, ad — bc = 1, zobrazeni

az+b
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(izometrie Hy = {z =z + iy € C: y > 0} na sebe) zobrazuji polopfimku =z = 0,
y > 0 bud na polopiimky = = ¢, y > 0, nebo na pulkruZnice se stiedem na ose z.
Navod: Je-li ¢ = 0 nebo d = 0, obrazem zminéné polopiimky bude opét polopiimka
posunuta ve sméru osy x. Je-li ¢ # 0 a d # 0, ukazte, ze
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pro p = (ad + be)/(2¢d) a r = 1/(2|cd|), tedy obrazem polopfimky = = 0,y > 0 je
pulkruznice se sttedem p (lezicim na ose x) a polomérem r.

3. Spoctéte vzdalenost bodu (2,1) a (1,2) v hyperbolickém modelu H., .

Névod: Najdéte a parametrizujte (c(t) = (z(t),y(t))) prislusnou geodetiku spojujici
tyto dva body (kruznice se stfedem na ose z). Pocitejte podle vzorce
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Pro hledani primitivni funkce muzete pouzit napt. kalkulatoru WolframAlpha.



4. Na valcové plose
f(u,v) = (rcosu,rsinu,v)
spoctéte Christoffelovy symboly, napiste rovnice pro parametrizované geodetiky a
najdéte vSechny geodetiky.

5. Najdéte rovnice pro parametrizované geodetiky na jednotkové sfére parametrizované
ve sférickych souradnicich.

6. Ukazte, ze na rotacni plose s parametrizaci
f(u,v) = (p(u) cosv, p(u) sinv, g(u))
(a) kazdy “polednik” v = const je geodetikou;
(b) rovnobézka u = wug je geodetikou pravé tehdy, kdyz p'(ug) = 0.

7. Ukazte, ze kazda prostorova krivka bez inflexnich bodu je geodetikou na piimkové
plose svych binormal.

8. Spoctéte Christoffelovy symboly a sestavte rovnice pro parametrizované geodetiky v
hyperbolickém modelu H,.

9. Spoctéte Gaussovu kiivost v H. ; pouzijte vzorce z Gaussovy véty:
K= () (Fi,z Y (P FéJ%)) .
l

10. Hledejte geodetiky na toru s parametrizaci (a > b > 0)
f(u,v) = ((a+ bcosu) cosv, (a+ beosu) sinv, bsinu), (u,v) € R

Podle Clairautovy véty (prednaska 6.5.) geodetiky, které nejsou rovnobézkami (u =
const), spliuji (a+ bcosu) cosa = K pro néjakou konstantu K (« je thel, pod nimz
geodetika protind piislusnou rovnobézku). Popiste, jak vypadaji geodetiky pro ruzné
hodnoty K. Pro K # 0 hledejte geodetiky v parametrizaci u = u(t),v = t, najdéte
diferencidlni rovnici typu v'(t) = ®(a + beosu(t); K), a diskutujte tvar feseni podle
hodnoty K. Uvazujte zvl4st pripady 0 < |K| < a—b, |K|=a—b,a—b < |K| < a+b,
|K|=a+0b.

11. Tractriz (viz dloha z prvniho cviceni) je kfivka v roviné xy s parametrizaci

1
x=p(t) =t—tanht, y=q(t)= m(i > 0)

(tanh z = sinh z/ cosh z). Rotaci kolem osy = dostaneme rotacni plochu

flt,v) = (p(t),q(t)cosv,q(t)sinv), (t>0,q€R)

ktera se nazyva pseudosféra. Ukazte, ze jeji Gaussova kfivost je identicky rovna —1.

Domaci tkol ¢. 6: priklady 3, 6 a 7.



