
Geometrie - cvičeńı 6, 2020

1. Bud’ c : I → S asymptotická křivka na ploše S parametrizovaná obloukem a s ∈ I
neinflexńı bod. Ukažte, že jej́ı torze splňuje

|τ(s)| =
√

−K(c(s)),

kde K(x) je Gaussova křivost plochy v bodě x.

Návod: Z minulého cvičeńı v́ıme, že binormála asymptotické křivky se shoduje až
na znaménko s normálou plochy, z čehož plyne vztah |τ(s)| = ‖n′(s)‖, kde n(s) =
N(c(s)). Bud’te X1, X2 jednotkové hlavńı směry plochy v bodě c(s) a λ1, λ2 od-
pov́ıdaj́ıćı hlavńı křivosti, a necht’ c′(s) = X1 cos θ +X2 sin θ. Pak

n′(s) ·Xi = IIc(s)(c
′(s), Xi) = λ1(c

′(s) ·Xi),

sečteńım dostaneme ‖n′(s))‖2 = λ2
1 cos

2 θ+λ2
2 sin

2 θ. Zároveň protože c′(s) je asympto-
tický směr, z Eulerovy rovnice plat́ı λ1 cos

2 θ + λ2 sin
2 θ = 0. Vynásob́ıme-li posledńı

rovnici postupně č́ısly λ1 a λ2 a obě rovnice sečteme, dostaneme požadovaný vzoreček.

2. Ukažte, že pro a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1, zobrazeńı

φ : z 7→
az + b

cz + d

(izometrie H+ = {z = x + iy ∈ C : y > 0} na sebe) zobrazuj́ı polopř́ımku x = 0,
y > 0 bud’ na polopř́ımky x = x0, y > 0, nebo na p̊ulkružnice se středem na ose z.

Návod: Je-li c = 0 nebo d = 0, obrazem zmı́něné polopř́ımky bude opět polopř́ımka
posunutá ve směru osy x. Je-li c 6= 0 a d 6= 0, ukažte, že
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pro p = (ad + bc)/(2cd) a r = 1/(2|cd|), tedy obrazem polopř́ımky x = 0, y > 0 je
p̊ulkružnice se středem p (lež́ıćım na ose x) a poloměrem r.

3. Spočtěte vzdálenost bod̊u (2, 1) a (1, 2) v hyperbolickém modelu H+.

Návod: Najděte a parametrizujte (c(t) = (x(t), y(t))) př́ıslušnou geodetiku spojuj́ıćı
tyto dva body (kružnice se středem na ose x). Poč́ıtejte podle vzorce

ℓ =

∫ t2

t1

√

x′(t)2 + y′(t)2

y(t)
dt.

Pro hledáńı primitivńı funkce můžete použ́ıt např. kalkulátoru WolframAlpha.



4. Na válcové ploše
f(u, v) = (r cos u, r sin u, v)

spočtěte Christoffelovy symboly, napǐste rovnice pro parametrizované geodetiky a
najděte všechny geodetiky.

5. Najděte rovnice pro parametrizované geodetiky na jednotkové sféře parametrizované
ve sférických souřadnićıch.

6. Ukažte, že na rotačńı ploše s parametrizaćı

f(u, v) = (p(u) cos v, p(u) sin v, q(u))

(a) každý “poledńık” v = const je geodetikou;

(b) rovnoběžka u = u0 je geodetikou právě tehdy, když p′(u0) = 0.

7. Ukažte, že každá prostorová křivka bez inflexńıch bod̊u je geodetikou na př́ımkové
ploše svých binormál.

8. Spočtěte Christoffelovy symboly a sestavte rovnice pro parametrizované geodetiky v
hyperbolickém modelu H+.

9. Spočtěte Gaussovu křivost v H+; použijte vzorce z Gaussovy věty:

K = (g11)−1
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10. Hledejte geodetiky na toru s parametrizaćı (a > b > 0)

f(u, v) = ((a+ b cos u) cos v, (a+ b cos u) sin v, b sin u), (u, v) ∈ R
2.

Podle Clairautovy věty (přednáška 6.5.) geodetiky, které nejsou rovnoběžkami (u =
const), splňuj́ı (a+ b cos u) cosα = K pro nějakou konstantu K (α je úhel, pod ńımž
geodetika prot́ıná př́ıslušnou rovnoběžku). Popǐste, jak vypadaj́ı geodetiky pro r̊uzné
hodnoty K. Pro K 6= 0 hledejte geodetiky v parametrizaci u = u(t), v = t, najděte
diferenciálńı rovnici typu u′(t) = Φ(a + b cos u(t);K), a diskutujte tvar řešeńı podle
hodnoty K. Uvažujte zvlášt’ př́ıpady 0 < |K| < a−b, |K| = a−b, a−b < |K| < a+b,
|K| = a+ b.

11. Tractrix (viz úloha z prvńıho cvičeńı) je křivka v rovině xy s parametrizaćı

x = p(t) = t− tanh t, y = q(t) =
1

cosh t
(t > 0)

(tanh z = sinh z/ cosh z). Rotaćı kolem osy x dostaneme rotačńı plochu

f(t, v) = (p(t), q(t) cos v, q(t) sin v), (t > 0, q ∈ R)

která se nazývá pseudosféra. Ukažte, že jej́ı Gaussova křivost je identicky rovna −1.

Domáćı úkol č. 6: př́ıklady 3, 6 a 7.


