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Vysledky:

-1. a) Existuji pravé 2 charaktery modulo 3. Trivialni (1) = &(2) = 1 a netrivialni definovany po
prvcich jako x(1) =1, x(2) = —1.
b) Existuje pravé 6 charaktert modulo 7. Pokud si je ozna¢ime 1, ..., X6, tak je miZeme definovat
po prvcich naptiklad jako Xm(Sk) = é“m pro 0 < m <5 (je to plné definice, protoZe 3 je primitivni
prvek modulo 7 a tak 3* postupné prochézi viemi prvky v Z%). Postup viz v FeSeni nize.

c¢) Existuji pravé 4 charaktery modulo 12. MuZeme je zadat napiiklad po prvcich tabulkou (pro
postup viz FeSeni nize):

L [1[5 7 [u]

L] 1] 1]1
Yo | 1] 1 [ 1] -1
a1 =1] 1] -1
T =1 =1] 1
0. Pro trivialni charakter vyjde g(¢) = (3 + (3 = —1. Pro jediny netrividlni charakter modulo 3

dostaneme g(x) = (3 — Cg = iy/3. (Trivialni charakter jde vypocitat stejné jako ve skriptech za
pouZziti Eaezp ¢y = 0 nebo si jde uvédomit, ze (3 = —% + z§ als=_.)

1. a) Existuji pravé 2 charaktery modulo 4. Trividlni (1) = €(3) = 1 a netrivialni definovany po
prvcich jako x(1) =1, x(3) = —1.
b) Analogicky k —2b) existuji pravé 4 charaktery modulo 5. Pokud si je oznaéime x1, ..., x4, tak je
miizeme definovat po prvcich napiiklad jako x,,(2F) = Cffm pro 0 <k < 3.
c¢) Existuji pravé 4 charaktery modulo 8. Muzeme je zadat napiiklad po prvcich tabulkou:
L J1f3[5[7]
x1 | 1] 1 1 1
x2 || 1] 1 |—-1]-1
x3||1]—-1]11]-1
xe || 1] -1|-1] 1
d) Analogicky k —2b) existuje pravé 16 charakterti modulo 17. Pokud si je oznacime i, ..., X16,
tak je miZzeme definovat po prvcich napiiklad jako x.,(3%) = ¢¥™ pro 0 < k < 15.

Pozndmka: Jde si vsimnout, Ze charaktery modulo 4 a modulo 3 vypadaji aZ na preznaceni cisel
* Y *

stejné. Podobné pro charaktery modulo 8 a 12. Je to ddno izomorfismy grup 7 = 75 a 7§ = 73,
(diikazy téchto izomorfismi uvidime na cviku v ndsledujicich tydnech).

2. Vyjde, ze tad charakteru y,, (viz znaceni z tlohy —1) je roven pfesné ﬁ

G- Myslenka feSeni
je takova, Ze z definice fadu v grupé hledame nejmensi pfirozeni ¢islo r takové, ze x|, = ¢ v grupé
charakterti. To v ptekladu znamena, Ze chceme 1 = (xm(3¥))" = (5™ pro viechna 0 < k < 5. To

se ziejmé stane pravé tehdy, kdyz 6 | kmr, z ¢ehoz uz plyne pozadovany vysledek.

3. Jednak je nutné ovérit, Ze takto po prvcich zadefinovany soucin a inverz charaktert je skutecné
opét charakter modulo n (tj. homomorfismus ze Z} do C*). Grupova asociativita pak bude plynout
z asociativity nasobeni komplexnich ¢&isel. To, Ze je € jednotka je snadné a funkénost inverza plyne

z toho, Ze pro prvky C na jednotkové kruznici plati z = 21
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4. a) Definujme operaci nasobeni, inverzu a jednotku jako v C. Budou tedy spliiovat pozadované
vlastnosti grupovych operaci a jediné co potifebujeme ovérit je, Ze soucin dvou prvku z C,, opét lezi
v Ch, inverz prvku C, je opét v ), a jednotka je v C,.

L ~ ~ A v v [, .. " 27mik
Oboji je pomérné snadné. Vsimnéte si, Ze tato grupa je izomorfni Z,, (k — e » ).

b) Tvrzeni plyne piesné z toho, jak vypadaji primitivni n-té odmocniny z 1 (pfesné ty jsou generatory
grupy vech odmocnin). V podstaté ¢lovék chce dokazat, kdy jsou prvky 1,¢E, ¢2F, .. .g,S"‘”’“ po

dvou ruzné, coz presné odpovida riznosti prvkia 0k, 1k, 2k, ... modulo n.

¢) Z toho, 7e x(a)?™ = 1 mame, ze Im(x) je skuteéné podmnozina Cpo(n)- Zbyva ukazat, ze tam lezi
jednotka a Ze je to uzaviené na nasobeni a inverzy, a tedy je to podrgupa. Ve pomérné piimocare
plyne z toho, Ze je x homomorfismus (x(a)x(b) = x(ab), x(a)~! = x(a™1)).

d) V&imnéme si, Ze primitivni prvek modulo 11 je napiiklad 2, charaktery modulo jedenact jsou
tedy dany hodnotou x(2). Obrazem x pak bude cela Cig pravé tehdy, kdyz se x(2) bude generator
Ch,. Jejich popis méame v bodu b) — budou to pfesné ty charaktery dané x(2) = (f,, NSD(a,10) = 1.

5. Legendretuv symbol zfejmé dobre definuje zobrazeni ze Z, do C*. To, Ze je to homomorfismus (a
tedy charakter modulo p), plyne z multiplikativity Legendreova symbolu.

a

P

jsou to jediné takovéto charaktery. To plyne z toho, Ze charakter je jednozna¢né urcen obrazem

néjakého primitivntho prvku g modulo p. Nicméné x(g)? = 1, takZe mame pouze dvé moznosti

Pro druhou ¢ast si nejdiive rozmysleme, Ze € a < ) jisté zadanou rovnost spliiuji. Navic plati, ze

a

x(g9) = %1 a existuji tak pravé dva charaktery splijici 2 = e. Nutné to tedy jsou pravé € a (5)

MuzZete si rozmyslet, pro¢ plati (}%) = —1 pro libovolny primitivni prvek g.

6. Dutkaz je ve skriptech na konci sekce 4.2. Zasadni myslenka je takova, Ze kdyz pfendsobime sumu
néjakou n-tou odmocninou z 1, tak se mnozina s¢itanci nezméni (a tedy ani vysledna suma.)

7.a)g(x1)=1- e it + (—i)e% —1-e% = iv/—15 + 20i. Dojit k tomuto vysledku je pomérné
pracné, jedna moZné cesta (moZna ne nejsnazsi) je napiiklad napiimo spoéitat sin(x) a cos(z) pro
x = 2L za pouziti (cos(z)+isin(z))® = cos(5z)+isin(5z). Pointou nicméné je, Ze spocitat Gaussovy

soucty pifmo je obecné pomérné pracné, i kdyz umime fict, Ze jsou v absolutni hodnoté rovny ,/p.

b) Miizeme se podivat napiiklad na charakter piislusici Legendreovu symbolu x(a) = (%) Do-

staneme ¢(x) = (7 + (3 - C? + (él - C? - (?. Mitizete si zkusit spocitat tuto hodnotu napfimo. Z
piednasky nicméné vime, Ze vyjde presné iy/7 (konec sekce 4.3).

8. Ditkaz neni nejlehéi. Na prednésce jste tuto vétu vidéli pro prvoéisla. Zobecnéni pro mocniny lichych
prvocisel je pordd pomérné pFimocaré, nebot v multiplikativni grupé existuje primitivni prvek. Pro
mocniny dvojky tuto vlastnost obecné nemame a je tfeba strukturu multiplikativni grupy popsat
jinak (jak, to brzo uvidime na cviceni). Jakmile zvladneme situaci vyfesit pro mocniny prvocisel,
tak jiz s trochou snahy slozime ziskané znalosti za pomoci ¢inské zbytkové véty a grupovych soucini.

9. Nejditv si uvédomte, ze x(n)x(a) = x(na~!). Nedélalo se na piednasce n&jaké tvrzeni, které by na
tuto sumu $lo napasovat?

Vybrana vzorova reseni:
-2.) Na zacatek si obecné uvédomime klicové pozorovéni o fadech prvki. Pokud pro néjaky prvek a € Z¥
plati ¥ = 1, tak

1= x(1) = x(a") = (x(a))¥,

nebot y je homomorfismus. Specialné tak dostavame, ze x(a) je né&jaka k-t4 odmocnina z 1. Protoze z
Eulerovy véty mame v Z* pro libovolny prvek rovnost a?(™ = 1, tak je specialné y(a) n&jaka ¢(n)-ta
odmocnina z 1 pro kazdy charakter modulo n a kazdé a € Z;,.

b) n = 7. V&imneme si, ze 3 je primitivni prvek modulo 7, nebot viechny mocniny 3,32, ...,3° jsou
riizné od 1. Z toho dostavame, 7e kazdy prvek a € Z* lze zapsat ve tvaru 3% a plati x(a) = x(3%) = x(3)*.
Volba x(3) nam tedy jiz jednozna¢né definuje cely charakter. Pro yx(3) méme podle vySe uvedeného



pozorovani nanejvy$ 6 moznych voleb a jsou jimi pravé 6-té odmocniny z 1 ((§* , 0 < m < 5). Pro
tyto volby pak muZeme dodefinovat zobrazeni jedinym piipustnym zptisobem jako ., (3%) = Cé“m. Jak
dokazuje Lemma 4.5. ze skript, tak toto jiz skutecné jsou dobie definované charaktery modulo 7.

Je tedy presné 6 vyse popsanych charaktert modulo 7.

¢) Pro n = 12 mame Zj, = {1,5,7,11}. Neexistuje zde primitivni prvek, nicméné si miizeme vSim-
nout, ze 52 = 72 = 112 = 1. Viechny x(5), x(7), x(11) jsou tedy bud 1 nebo —1. Jist& taktéz x(1) = 1
(to plati pro kazdy charakter). Navic si miizeme vSimnout, ze 5- 7 = 11, tedy x(5)x(7) = x(11). Z toho
vidime, Ze sta¢i urc¢it pouze hodnoty x(5) a x(7) a ty ndm uZ jednozna¢né urc¢i zbytek. Mame tak pouze
¢tyTi nize uvedené mozZnosti, jak je zvolit a snadno se jiz presvédcime, Ze kazda z nich skutecné definuje
homomorfismus.

| 1[5 [ 7 [11]
i1 1] 1
Yo | 1 —1] -1
s | 1] =1 1 | -1
ya | 1] =1 [=-1] 1




