Teorie ¢isel: Cviceni 8 — vysledky a vybrana reSeni
4. dubna 2022

Web: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/raskam /vyuka/tc.html
Email: raska.martin@gmail.com

Vysledky:
Pozndmka: Ndhodou se stalo, Ze skoro vSechny konkrétni spoctené Legendreovy symboly ze cviceni vysly
—1. To je skutecné ndhoda :)
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Modulo 4: {0, 1}, modulo 7: {0,1,2,4}.
Vsechny vyjdou —1.
0 pokud p = 3,

3
(> =<1 pokud p=2nebop=+1 (mod 12),
—1 jinak (pokud p =5,7 (mod 12)).

. Modulo 8: {0,1,4}, modulo 9: {0, 1,4, 7}, modulo 17: {0,1,2,4,8,9,13,15,16}.

=)=

. V8echny vyjdou —1.

Uvaizte, jaké zbytky muzou davat a? a b?> modulo 3. V jakych pifpadech muZe byt jejich soucet
délitelny 3?7

. 0 pokud p =17,
<> =41 pokud p=2nebop=1,3,9,19,2527 (mod 28),
—1 jinak (pokud p =5,11,13,15,17,23 (mod 28)).

13 0 pokud p =13,
<> =<1 pokud p =2 nebo p=1,3,4,9,10,12 (mod 13),
—1 jinak (pokud p =2,5,6,7,8,11 (mod 13)).

. Uvazte modulo 8.

Plati to pravé pro p = 2 a p = 1 (mod 4). Pfepiste si zadani do Fe¢i Legendreovych symboli a
uvazte jejich multiplikativitu. Kdy je —1 kvadraticky zbytek modulo p?
Staci si uvédomit, ze zadani se vlastné pta, kdy (777) = 1. Podobnym postupem jako v tloze 5.

pro licha prvodisla odhalime, Ze je to pravé tehdy, kdyz (%) — 1. Resenim je tedy p = 2 a vSechna
prvodisla tvaru p = 1,2,4 (mod 7).

. Zkuste si uvédomit, co se stane s mnozinou vSech kvadratickych zbytki, kdyz je vynasobime néjakym

fixnim kvadratickym zbytkem. Nejde pomoci toho vyjadiit chtény soucet dvéma riznymi zpisoby
a ty porovnat?

Nejprve si uvédomime, Ze ka + b ve skutecnosti neiteruje pres nic jiného nez pres viechny prvky Z,,.
Pak uz se jenom staci zamyslet nad po¢tem zbytki a nezbytki.

Nejedna se vlastné o nic jiného nez o feseni kongruence 22 = y% + 1 (mod p). Ta je spInéna pravé
tehdy, kdyz x — y a = + y jsou navzajem inverzni prvky. Zamyslete se, jak obecné vypadaji vSechny
dvojice navzajem inverznich prvki v Zj a z toho tlohu doreste.
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Vybrana vzorova reseni:
-2.) Uvédomme si, ze (an + b)? = a®n? + 2abn + b* = b? (mod n). KdyZ tedy chceme spoéitat viechny
kvadratické zbytky modulo n, tak se staci ve skute¢nosti omezit jenom na druhé mocniny prvkt v okruhu
Z,. Stejné tak si jde uvédomit, ze 22 = (—2)? (mod n), tedy staci mocnit jenom polovinu prvkii.
Napiiklad pro n = 4 tak dostaneme pravé zbytky 0?2 = 0, 12 = 1 a 22 = 0 (mod 4). Podobné& pro
n = 7 dostaneme zbytky 02 =0, 12=1,22=42a32=2 (mod 7).
0.) Radi bychom pouzili kvadratickou reciprocitu a prevedli tlohu na problém s uréenim (g), coz je
daleko pristupnéjsi. K jejimu pouziti ale potfebujeme, aby p bylo liché prvocislo rtizné od 3. Na zacatek
tedy zvlast vyreSime piipady p = 2 a p = 3. Snadno vidime (%) =0a (%) =1
Nyni mtzeme predpokladat p # 2, 3. Pouzitim kvadratické reciprocity dostévémeﬂ

<3> = (0 (2) = (-n (D).
P 3 3

Jak je znamo (a jde jednoduse ovérit), tak (—1)17%1 jerovno 1 pro p =1 (mod 4) a —1 pro p = —1
(mod 4). Podobné (z toho, jak vypadaji kvadratické zbytky modulo 3) dostavame, ze (§) =1 pro p =1
(mod 3) a (§) = —1prop=2 (mod 3). Z Cinskeé zbytkové véta nam tak iika, ze hodnota vyrazu napravo
je tak jednoznac¢né urcené tim, jaky zbytek dava p modulo 12 = 3 - 4.

Pokud tedy naptiklad chceme urcit vSechny pripady, kdy (%) = 1, tak dostavidme moznosti:

p—1

L (-1)7 =(§) =1,tedy p=1 (mod 4) a p=1 (mod 3). Snadno nahlédneme, Ze to spliuji prave
vSechna prvocisla p =1 (mod 12).

2. (fl)pz;1 = (%) = —1,tedy p =3 (mod 4) a p = 2 (mod 3). Vypoctem ziskdme, Ze tohle spliiuje
pravé zbytek p = 11 (mod 12).

Podobné bychom mohli ovéfit, Ze zbylé dvé moznosti (—1)% = — (%), pro které vyjde (%) = —1,
piislusi pravé prvocislum, ktera davaji zbytek p = 5,7 (mod 12).

Dohromady tak dostavame

3 0 pokud p = 3,
(p) =1q1 pokud p =2 nebo p==+1 (mod 12),
—1 jinak (pokud p=5,7 (mod 12)).

g—1p—1

!Uvédomte si, ze kvadratickou reciprocitu jde ekvivalentné formulovat jako (5) =(-1)"=z = (%). Pokud nevérite,

zkuste si obé& strany rovnosti prenasobit (%). Legendreovy symboly jde ve skutecnosti v rovnostech , prehazovat ze strany

na stranu®.



