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Definice: Obor R se nazyva eukleidovsky, pokud na ném existuje eukleidovskd norma, t.j. zobrazeni
v: R — NU{0} spliwjici:

e v(0) =0,

e pokud a | b # 0, pak v(a) < v(b),

e pro viechna a,b € R, b # 0, existuji ¢, € R takova, ze a = ¢gb+r a v(r) < v(b).

Veéta: Eukleidovské obory jsou gaussovskeé.

Poznamka: V kvadratickych rozgifenich Z[,/m] mame v teorii &sel normu N(a + by/m) = a® — mb>.
Pokud méme $tésti, tak |N(a + by/m)| je pFislusna eukleidovské norma. Casto se nicméné stava, 7e tyto
obory nejsou ani gaussovské. Norma v Z [\/m] je multiplikativni a prvek je invertibilni pravé tehdy, kdyz
ma normu +1.

-2. V Z feste rovnici 2% + 1 = 3.
-1. Dokazte, zZe obor Z [\@] je eukleidovsky.
0. V Z fedte rovnici 22 + y? = 2°.
1. V Z feste rovnici 2 + 1 = 3.
! 2. DokaZzte, Ze obor Z [\/——2} je eukleidovsky.
3

. Najdéte v8echny jednotky (¢ili invertibilni prvky) v oboru:

() Z[v=2),
(b) Z [\/ﬂ

! 4. Rozmyslete si, jak FeSeni zobecnéné Pellovy rovnice z2 — Dy? = A souvisi s normou v okruhu
Z [\/ﬁ} . Co v tomto kontextu ika multiplikativita normy?

Dalsi priklady:

5. V Z feste rovnici 2 + y? = 23 pro x, y nesoudélna.
% 6. V Z teste rovnici 22 + 4 = ¢,
% 7. V 7Z teste rovnici 22 — 2 = ¢,
(Poznamka: Rovnice 1 = a® + 3a2b + 6ab? + 2b% ma v Z jediné feseni (a,b) = (1,0).)
x 8. V Z feSte rovnici 22 + 4 = 3y3.
x 9. V Z feste rovnici 22 — 1 = 3.
10. Ukazte, ze obor Z[y/—3] neni eukleidovsky, dokonce ani gaussovsky. Najdéte ireducibilni prvek,

ktery neni prvocinitel.

x 11. Bud R=7Z [71%\/?3} =7 [e%}
(a) Dokaizte, Ze R je eukleidovsky s normou danou N (z + yy/—3) = 2% + 3y?.
(b) Ur€ete vSechny invertibilni prvky v R.
(c) V Z fedte rovnici z2 4+ 3 = 3.

Ulohy s nekladnym ¢islem budou piedvedeny na cvicend jako vzorove.
Ulohy s ! je doporuceno Fedit prednostné.
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Ulohy s * jsou ndrocnéjsi.
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