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Definice: Bud ¢, = e primitivni n-t4 odmocnina z 1. Pak n-ty cyklotomicky (kruhovy) polynom
definujeme jako t,, () = [[1<a<n (z — (%), kde nasobime pies viechna a, ktera jsou nesoudélna s n.
(a,n

m)=1

Tvrzeni:

a) deg(tn) = p(n).
b) 2™ —1 =[]y, ta(x), kde nésobime pres vSechna pfirozené ¢isla d, kterd déli n.
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Rozlozte polynom z'® — 1 na souéin ireducibilnich polynomii v Q[z].
Urcete, Cemu se rovna:

(a) 35J:r2iz'5

(b) N(4 + 3i);

(c) 7—8u.

V Z[i] rozlozte na prvocinitele ¢isla 7 a 5 + 1.

Rozlozte polynom z™ — 1 na souéin ireducibilnich polynomi v Q[z] pro a) n =7, b) n = 12.
Ukazte, ze pro libovolné «, 5 € Z[i] plati N(a - ) = N(«a) - N(5).

UkaZzte, Ze prvek a € Z[i| je invertibilni pravé tehdy, kdyz N(«) = 1. Najdéte vSechny invertibilni
prvky v Z[i].

Ukazte, ze pokud je N(«) prvoéislo v Z, pak je « prvocinitel v Z[i
V Z[i] rozloZte na prvocinitele ¢isla 15, 12 + 217 a 3 4 21i.
UkaZte, Ze pro a,b € Z plati, ze a déli b v Z pravé tehdy kdyz a déli b v Z[i].

V Z[i] plati 5 = (1 4+ 24)(1 — 2i) = (24 i)(2 — 7). Rozmyslete si, pro¢ to neni spor s tim, ze Z[i] je
gaussovsky obor.

Dalsi priklady:
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Ukaite, ze pro n € Z a a + bi € Z[i] plati, ze n|(a + bi) <= n|a a nlb.
UkaZte, Ze « je prvocinitel v Z[i] pravé tehdy, kdyZ @ je prvocinitel.
Spoctéte osmy cyklotomicky polynom a vypoctem ukazte, Ze je ireducibilni.
V Z[i] uréete NSD(12 + 214, 3 + 21i):

(a) z rozkladu na prvocinitele;
(b) pomoci Euklidova algoritmu a urc¢ete Bézoutovy koeficienty.

Necht a, 8,7 € Z[i]. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni a své tvrzeni dokazte.
(a) Pokud a | 8, pak N(a) | N(B).
(b) Pokud N(«) | N(B), pak o | 5.
(c) Pokud v = a2 + 2, pak v neni prvoéinitel v Z[i].
Popiste, které ¢isla v Z[i] jsou délitelné 1 + 4.
Najdéte piiklad okruhu R D Z takového, Ze pro nékterd a,b € Z plati a déli b v R, ale a nedéli b v
Z.

Dokazte, ze tx(z) = Zf:_ol 2P pro kazdé prvoéislo p a k € N.
Dokazte, Ze ton(—x) = t,(z) pro kazdé liché n > 1.

Ulohy s nekladnym ¢islem budou piedvedeny na cvicend jako vzorove.

Ulohy s ! je doporuceno Fedit prednostné.

Ulohy s * jsou mdrocnéjsi.
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