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Vysledky:
2. a) v3(63) =2, v7(63) = 1, v,(63) = 0 pro ostatni prvocisla p,
b) v2(170) =1, v5(170) = 1, v17(170) = 1, v,(170) = 0 pro ostatni prvodisla p,
c) v2(360) = 3, v3(360) = 2, v5(360) = 1, v,(170) = 0 pro ostatni prvocisla p.

Napiiklada=b=1ap=2 (v2(l) =0av2(1+1) =1).
24

N e

1a0
8. Ne
9. Funguje naptiklad (n 4+ 1)! +2,(n + 1)! +3,....

10. Ne

V priklady 11, 15 1ze dokazat chytrym pouzitim p-valuaci.
Priklady 12, 13, 14 jsou na aplikaci Legendreova vzorce z pfikladu 5.

Vybrana vzorova reseni:
Vzorova feSeni piikladii 0 a 5 byla predvedena na cviku.

1. a) Bud a = £ ][, p{", b= =[], qiﬁ ‘ jednozna¢né prvoéiselné rozklady ¢isel a, b (predpokladejme,
Ze jsou tato ¢isla nenulové, pro nulu je piiklad trivialni). Cislo ab pak ve svém prvociselném rozkladu
obsahuje pravé prvocisla p1,--- ,pn,q1, - ,Gm. ProtoZze p | ab, tak se v tomto prvociselném rozkladu
nachazi, a tedy je rovno nékterému z prvocisel p;, g;. BUNO p = p; pro vhodné i. Tedy se ale p nachézi
v prvociselném rozkladu a a nutné déli a.

Alternativné lze toto nahlédnout pomoci p-valuaci za pouziti v,(ab) = vy(a) + v,(b) (viz priklad 3).
Protoze je z pfedpokladu ¢islo nalevo v rovnosti vétsi nez 0, tak alespon jeden z ¢lent napravo musi byt
vétsi nez 0.

POZNAMKA: Oba tyto dikazy (druhyj nepiimo) pouZivaji turzeni o jednoznacném prvociselném roz-
kladu a zdvislost délitelnosti a tohoto rozkladu. To je metrividlni tvrzent, které ve svém dukazu naopak
toto turzeni o prvocislech (p | ab — p | aV p | b) pouzivd. Tedy se spravné vzato jednd o dikaz kruhem.
Na predndSce z Algebry si ukdzZete dikaz, ktery jednoznacny prvociselny rozklad nevyuZivd. Cilem tohoto
cvicent bylo uvédomit si, Ze dand véc plati a osvézit si prdci s prvocisly :)

1. b) Opét predpokladejme nenulovost obou é&isel, jinak je pifklad trivialni. UvaZzme prvoéiselny rozklad
a==*[[;, p;". Podobné jako v piikladu 0 si rozmysleme, Ze vp,(a) = o; pro prvoéisla z rozkladu a pro
ostatni je to rovno 0, tedy p-valuace je v podstaté rovna exponentu v prvociselném rozkladu. (Skute¢né

p;" | @ a pokud by naopak poitt

i | a, tak by p; muselo délit sou¢in ostatnich prvoécisel v prvociselném
rozkladu, tedy jako dilsedek 1a) by muselo délit néjaké jiné prvocislo, coz by byl spor.) Mizeme tedy
psat a = + Hp prvodislo p* (@ a tedy a? = Hp prvodislo p2r(@) — 4 jednoznacnosti prvoéiselného rozkladu
pak v,(a?) = 2v,(a). Podobné pro b. Podle piikladu 0 pak a? | b? pravé tehdy kdyz 2v,(a) = vp(a?) <
v, (b%) = 2v,(b) pro viechna prvoéisla p. To je ale o¢ividné ekvivalentni s v,(a) < v,(b), coz opét podle 0
nastava pravé tehdy kdyz a | b.

1. ¢) Pro spor predpokladejme, 7e n&jaké piirozené &islo déli zaroveii a™ a b™, BUNO je to prvocislo p.
Poté ale p déli i a a b, nebot jejich mocniny maji ve svém prvociselném rozkladu stejné prvocisla. To je
chtény spor.
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3. a) Podobné jako v pifkladu 1.b) si uvédomime, %e p-valuace odpovidaji exponentiim v prvoéiselném
rozkladu. Tedya = £ ] (@ bh=+ [, prvosssio pr® aab = +]] vr(@) | Prongsobenim
prvnich dvou vztaht dostaneme ab = +[] ptr(@)vp(®) 7 jednoznaé¢nosti prvociselnych rozkladt uz
dostaneme chténou rovnost.

3. b) Protoze je ™ celé cislo, tak n déli m a mizeme psat m = nk. Potom

v
p prvocislo pr p prvocislo p

p prvocislo

0y (™) = () = ) + () — () = vy (k) — vy (m) = wy(om) — vi(m).



