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Vysledky a reSeni:

-2. Budeme postupné pouzivat vlastnosti Jacobiho symboli, viz véta 4.14 ze skript.

() ()~ Go) (3) - oo (32) - ()-
o ()= () (B)~(8)--(2) (3)

Vsimnéte si, Ze jsme se pii vypoctu aplné vyhnuli rozkladu na prvoéisla (kromé délitelnosti 2).

. Diky ¢inské zbytkové vété je zadany problém ekvivalentni s dvojici podminek 22 = 9 (mod 11) a

2?2 =4 (mod 7). Snadno ovéfime, Ze obé tyto kongruence uz maji feseni. Prvni z nich konkrétné z =

43 (mod 11) a druh4 z nich 2 = +2 (mod 7). Nyni akorat pot¥ebujeme zpétné najit odpovidajici
zbytky modulo 77.
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3 (mod 11) a z =2 (mod 7). To odpovida prvkam x = 58 (mod 77).

3 (mod 11) a z = —2 (mod 7). To odpovida prvkim =z = 47 (mod 77).
-3
-3

(mod 11) a 2 =2 (mod 7). To odpovida prvkim z = 30 (mod 77).

x
x
x
x (mod 11) a = —2 (mod 7). To odpovida prvkim z = 19 (mod 77).

Resenim tedy jsou z = 19, 30,47, 58 (mod 77).

(f{eéeni 30 a 19 jsme mohli najit uz z predchozich znalosti jako —47 a —58.)

.a) N =51 =3-17, N —1 = 2-25. Lhaii tedy budou pravé 0 < a < 51 spliwjici a?® = +1

(mod 51). Mohli bychom za¢it nahodné zkouset ¢isla, trefili bychom se bud do lhéare nebo svédka
a postupné bychom nasli pfiklad od obojiho. Zkusme ale ukazat sofistikovanéjsi postup, jak lhare
najit. Rozebereme postupné dva mozné piipady:

(a) a® =1 (mod 51)
Vidime, 7e je to z ¢inské zbytkové véty ekvivalentni dvojici podminek a?® = 1 (mod 3) a
a® =1 (mod 17). To za pomoci Malé Fermatovy véty miZeme ekvivalentné upravit na a = 1
(mod 3) a a® =1 (mod 17). Podminka a = 1 je oviem ekvivalentni @ = 1 (mod 17) nebot 9
nedéli ¥ad grupy Zj, (viz minulé cviceni 12). Tedy tato vétev postupu déva pouze lhafe a =1
(mod 51), kterého jsme nechtéli.

(b) @®® = —1 (mod 51)

Stejné jako v predchozim pifpadé ziskdme dvojici kongruenci a = —1 =2 (mod 3) a a” = —
(mod 17). Muzeme si v8imnout, Ze druhou z podminek spliuje napiiklad (a pouze) a = —1
(mod 17). Dohromady tak dostaneme lhafe a = 50 = —1 (mod 51).

Pokud bychom naopak chtéli svédka, tak musime nesplnit alespon jednu z podminek a = —1 =
2 (mod 3) a @ = —1 (mod 17). MiZeme tedy zvolit napiiklad @ = 1 (mod 3), tj. napiiklad

a = 4 a dostaneme svédka slozenosti 51.

b) 221 =13-17, N — 1 =220 =22 .55

Lhaii tedy v tomto pi¥ipadé musi splitovat nékterou ze tif podminek a® =1 (mod 221), a®® = —1
(mod 221), a'1® = —1 (mod 221).

Analogicky jako v predchozim piipadé (pfevedenim na kongruence modulo prvoéisla za pouziti CZV,
aplikaci MFV a uvazovani nesoudélnosti exponentu a fadu grupy) dostaneme, Ze prvni dva piipady
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odpovidaji presné lhafam a = +1 (mod 221). Tteti podminku mizeme obdobné analogicky upravit
na a? = —1 (mod 13) a a'* = —1 (mod 17).
K nalezeni svédka si muzeme napiiklad v§imnout, ze volba a = 1 (mod 13) a a = —1 (mod 17)

nesplituje ani jednu z téchto t¥i podminek a dostavame tak svédka a = 118.

K nalezeni lhare bychom opét mohli pouzit 221 — 1 = 220 z druhé podminky, nebo se muizeme
pokusit splnit podminku tfeti podminku. To uZ je ovSem pouze jednoduché feseni kongruenci (viz
minulé cvi¢eni) a funguje mimo jiné naptiklad volba a = 8 (mod 13) a a = 13 (mod 17), coz nam
da lhate a = 47.

Pozndmka: Cisla 1 a N — 1 budou lhafi vidycky (a ¢ast a) ukazuje, 7e nékdy ani jini neexistuji),
podobné ¢isla soudélné s N budou vzdycky svédci.

. a)

-1
b) —1
c) —1
d) -1

. a) Jacobiho symboly v tomto pfipadé splyvaji s Legendreovymi a pomoci nich miZzeme zjistit, Ze
prvni kongruence mé reSeni, zatimco druhéa ne.

b) z = 39,94,115,170 (mod 209)

¢) Ackoliv Jacobiho symbol vyjde 1, kongruence nemé feseni.
.a=1,8

. a) Jedini lhafi jsou 1, 38. Svédka lze zvolit jakkoliv jinak.

b) Naptiklad 2 je svédek a 81 je lhar. Regent je vice.

. Jedini 1hafi jsou 1 a 76.

. Ukazte, Ze neexistuje svédek.



