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Vysledky a reSeni:

-2.

Pokud z splituje rovnici, tak jisté  # 0 (mod 13), tj. (z (mod 13)) € Z75. Jak vime z pfedchozich
cviceni, primitivni prvek modulo 13 je napiiklad 2. Prvek 2 tak ma fad 12 a vSechny prvky Z7; lze
zapsat ve tvaru 2%, 0 < a < 11. Resfme tedy kongruenci (2¢)3 = 23¢ =1 (mod 13), coZ je splnéno
pravé tehdy kdyz 12 | 3a neboli 4 | a. Dostavame tak feseni z = 29,24 28 (mod 13) ¢ili z = 1,3,9
(mod 13).

Pozndmka: Pokud by se na pravé strané zadané kongruence nevyskytovala 1, ale jiny prvek Z7js,

mohli bychom si ho vyjadfit pomoci primitivniho prvku ve tvaru 2¥ pro vhodné k a situace by se
feSila obdobné.

. Hledame tedy prvky x € Z; takové, Ze 22 = 1 a x # 1. Mame tak 22 = 1 (mod 15), coZ lze piepsat

na soucin
(=1 (x+1)=0 (mod 15).

To je splnéno pravé tehdy, kdyz x = £1 (mod 3) ax = £1 (mod 5) (3 a 5 jsou prvoéisla, a tedy uz
musi nékterou z uvedenych zavorek délit). To muzeme rozdélit na 4 piipady, které vyfesime pomoci
¢inské zbytkové véty:

(a) z =1 (mod 3) a z = 1 (mod 5). To odpovida prvku 1 € Zj;, o kterém ale vime, Ze neni

involuci.

(b) 2 = 1 (mod 3) a x = —1 (mod 5). To odpovidd prvku 4 € Z}; (skutetns 4> = 16 = 1
(mod 15)).

(¢) x=—1 (mod 3) az =1 (mod 5). To odpovida prvku 11 € Zj;.

(d) 2=-1 (mod 3) ax = —1 (mod 5). To odpovida prvku 14 = —1 € Zj.

Vsechny involuce v Zj5 jsou tedy 4,11, 14.

Jak vime z pfedchozi cviceni, tak v cyklickych grupach (tj. Z,(4) pro né&jaké n) existuje nanejvys
jedna involuce (plyne z FeSitelnosti rovnice 22 = 0 (mod n)), grupa Zj, tak nemize byt cyklicka.

. a) Na Zy5 se divame jako na s¢itaci grupu, hledame tedy vSechny prvky a € Zgs, Ze neplati ani

jedna z rovnosti a = 5n a 5 = an pro zadné n. Z prvni podminky vidime, ze pokud 5 | a, tak 5
nemiji a. Podobné si miizeme rozmyslet, ze pokud NSD(a,45) = 1 (tj. @ mé inverz modulo 45),
tak existuje n takové, ze an = 5 (mod 45) — jednoduse staéi zvolit n = 5a~!. Tyto prvky tedy taky
nemfiji 5.

Zbyvéa nam piipad 51 a a 3 | a. UkdZeme, Ze vSechny tyto prvky skuteéné uz a miji. Jisté a # 5n, ne-
bot 5 1 a. Podobné ale viechny prvky tvaru an jsou délitelné 3 (coZ se v Zy5 zachova nebot 3 | 45), coZ
5 nesplituje. Tedy pravé vSechny prvky mnoziny 3Z45\5Z45 = {3,6,9, 12,18, 21, 24,27, 33, 36, 39,42}
miji 5.

b) Nebot je 2 nesoudélné s 45, tak je v Z4s invertibilni a generuje celou Z45 = (2). Nemiji tedy
zadny prvek.

¢) Situace je o¢ividné velmi symetricka ¢asti a) a analogickymi argumenty plati, Zze prvky a, které
miji 3 jsou pravé takové, Ze 3 f a a 5 | a neboli NSD(a,45) = 5. Takové prvky jsou pravé
{5, 10,20, 25, 35,40}.

Pozndmka: Podminku, ze x miji y v n&jaké grupé lze preformulovat tak, ze z & (y) a y € ().
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.a)z =1 (mod 13)

b) z = £+1 (mod 13)

c) x=2,3,10,11 (mod 13)

d) Tato kongruence nemé feSeni.

e) x =5,6 (mod 11)

. a) 11,19, 29,
b) 16, 35, 50.

. a) Nemiji zadny prvek.
b) (3Zeo U 5Zeo) \ 2Ze0o

¢)(3Zeo U 5Zgo) \ 4Zeo

d) (4Zeo U 5Z¢0) \ 6Zgo

. Pouzijte ¢inskou zbytkovou vétu k prevedeni kongruenci do kongruenci modulo prvocisla.

. n=2,3,4,6,81224



