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Vysledky a reSeni:

-2.

Jako disledek Cinskeé véty o zbytcich plati Z3sg = Z5; x Z%, x ZF (viz tloha 5, mélo by byt zndmé 7z
Algebry). Podle vét zminénych na za¢atku cvi¢eni nasledné rozlozime L3 = Lo X Lo, Z;ﬁ)z & 7o X L3
a Zf = 7Z4. Dohromady dostavame

Z§60§Z2XZQXZQX23XZ4.

Je tato grupa cyklickd? MuZeme si vSimnout, Ze této grupé existuje vice nez jeden prvek fadu 2
(takzvana involuce, napt. (1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), ...). Naopak v cyklickych grupach (tj. Z,, pro
néjaké prirozené ¢islo n) je vidy nanejvys jeden prvek Fadu 2, protoZze kongruence 22 = 0 (mod n)
ma pro kazdé n nanejvys jedno netrivialni feSeni. Z toho vidime, Ze tato grupa neni cyklicka.

. Zkusime ovéfit zda je 2 primitivni prvek. |Zj;| = 10, z Lagrangeovy véty maji prvky rad této grupé

fad, jez déli 10, tedy 1,2,5 nebo 10. Vidime, ze 2! # 1,22 =4 # 1 a 2> = —1 # 1. Z toho uz
plyne, ze fad 2 je 10 neboli Ze 2 primitivni prvek. Podobné bychom mohli vyzkouset pro vSechna
ostatni ¢isla, zda jsou to primitivni prvky. Ukazme si ale chyt¥ejsi zptisob vyuzivajici toho, Ze jeden
generator jsme jiz nasli.

Z toho, ze 2 je primitivni prvek, tak miizeme explicitné popsat izomorfismus Zig = Zj; tak, zZe
prvku a € Zo prifazuje 2% € Z],. Vime, Ze generatory Zjo jsou pravé ¢isla nesoudélna s 10, tedy
1,3,7,9, a zaroven izomorfismus musi zobrazovat generatory na generatory. Z toho dostavame, Ze
primitivni prvky modulo 11 jsou pravé 28 = 2,23 =8,27 =7 a 29 = 6.

. a) Vypocet bude piimo kopirovat dikaz véty 5.5.a) a explicitné popiSeme izomorfismus Z4 X Zs2 =

Z795. Proto tento postup v principu funguje pouze pro mocniny lichych prvocisel. Z dikazu véty
plyne, ze uvedeny izomorfismus ¢&islu (a,b) priradi z® - 6°, kde x je libovolny pevny prvek fadu 4 a
6 je zvoleno jako 5+ 1 (125 = 53). Zbyva nam tedy uréit n&jaky prvek fadu 4.

Z diikazu plyne, Ze se staci podivat na néjaky primitivni prvek modulo 5, ten bude mit v Zj,; ad
délitelny 4, a tudiz po jeho vhodném umocnéni uz néjaky prvek rddu 4 najdeme. Primitivni prvek
modulo 5 je napitklad 2. |Ziys| = 100 = 22 - 52, tedy ¥ad 2 musi délit 100. Po vyzkouseni viech
délitelt zjistime, ze Fad je 100 (pro potvrzeni staéi overit 2°0 £ 1, 229 £ 1, ostatni mensi délitelé
nékterého z téchto déli). Mohli bychom tady skoné¢it a prohlasit, Zze 2 je primitivni prvek modulo
125. Dokonéeme ale konstrukei uvedeného izomorfismu. Protoze ma 2 fad 100, tak 225 = 57 ma fad
4.

Vyge uvedeny izomorfismus, tak maze byt tvaru (a,b) — 57%6°. V Z4 x Zs2 umime generéatory zase
jednoduse popsat (v obou soufadnicich musi byt ¢islo nesoudélné se zakladem), jednim z nich je
napiiklad (1, 1), jako dalsi primitivni prvek modulo 125 tak dostaneme 57 - 6 = 92.

b) Zssy = Ziys X Z3, kde tento izomorfismus je dan z Cinskeé véty o zbytcich tak, Ze ¢islo modulo
250 piifadi jeho zbytky po déleni 125 a 2. Prvky Zj,5 x Z5 jsou vSechny tvaru (a, 1) a protoze 2 je
primitivni prvek modulo 125, tak (2,1) bude generator. Zbyva tedy ur¢it, jaky prvek Z3s, prislusi
této dvojici neboli jaké ¢islo dava zbytek 2 po déleni 125 a 1 po déleni 2. Snadno nahlédneme, Ze je
127 a dostali jsme tak primitivni prvek modulo 250.
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. 2,6,7,11
. a)Z4XZ2X23

b) ZQXZQ><Z4><Z5

C) ZQ X Z]_ﬁ

d) ZQ X Z27

V ¢castech (a) az (d) je moznosti vzdy hodné (konkrétné ¢(¢(n))), mizete ovérit napiiklad pomoci
WolframAlpha zadanim dotazu typu ords(125) (nebo pomoci jiného matematického softwaru).

V ¢asti (e) zadné primitivni prvky neexistuji, protoze grupa Zj; neni cyklicka.

- plep) =p(p—1)
10.

Viz dusledek 5.6 z prednésky.



