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Vysledky a reSeni:

-2.

Zia ={0,1,...,11}. Z¥ejmé a € Z12 generuje Zjo pravé tehdy kdyz Zio = {na | n € Z}. Vzhledem
k tomu, Ze navic 12a = 0, tak se ekvivalentné ptame, kdy Zio = {na |n =0,1,...,11}.

Dale si v&imnéme, ze pokud d = NSD(a,12) > 1, tak d | na pro v8echna n, tedy se nikdy nemtize
stat na = 1 a a negeneruje celou Zjy. Zbyva dokazat, ze vSechny zbylé a € Zi2, NSD(a,12) =1
jsou generatory Zis.

Ziejmé (1) = Zq2. Pro a € {5,7,11} si jde bud vypsat celou mnozinu {na | n = 0,1,...,11}
(napt. pro a = 5 vyjde 0,5,10,3,8,1,6,11,4,9,2,7, tedy (5) = Z12), nebo muZzeme najit odpovéd
na otézku, zda ma kongruence na = b (mod 12) feSeni n € Z pro libovolné b € Z.

Pro a = 5 z Bézoutovy rovnosti diky NSD(5,12) = 1 najdeme n,m € Z, Ze 5n + 12m = 1, tedy
5n =1 (mod 12). Neboli 5 m4 inverz modulo 12 a kongruence 5n = 1 (mod 12) mé FeSeni. Rovnéz
pak ma feSeni i kongruence b = 5(nb) (mod 12), a tedy (5) = Zi2.

Rozmyslete si, ze podobny argument lze pouzit i pro a = 7,11. V dloze 1 si rozmyslite, Ze tento
argument jde zobecnit pro libovolné Z,.

Generatory Zis jsou 1,5,7,11.

. Pfi uréovani homomorfismi je klicové pozorovani, ze pokud a* = 1, tak 1 = (1) = @(a¥) =

o(a-a---a) = p(a)k neboli pokud ma prvek a fad k, tak fad prvki ¢(a) déli k. (Pro s¢itaci grupy
jde tohle pozorovani ptepsat jako na = 0 = np(a) = 0.)

a) Uvazujme néjaky homomorfismus ¢ : Zs — Zg. Vidime, ze Z3 = (1), jako dusledek tak ¢(a) =
ap(1) pro libovolné a € Zs. Pokud tedy ur¢ime ¢(1), tak uz mame vynucené podminky pro to, jak
musi celé zobrazeni vypadat. Déale si vSimnéme, ze 3-1 = 0 v Zs (fad 1 v Z3 je 3), a tedy podle
vySe uvedeného pozorovani rovnéz 3p(1) = 0 v Zg (neboli ¢(1) ma v Zg fad 1 nebo 3). Rovnost
3n = 0 v Zg spliwji pouze prvky {0,2,4}, a tedy (1) € {0,2,4}.

Dostéavame, tak tii potencialni zobrazeni:

(a) wo: ¢0(0) = po(1) = po(2) = 0, coz je trividlni homomorfismus,
(b) @2:02(0) =0, pa(1) =2, 2(2) =2-2 =14,
(€) p1:92(0) =0, pa(1) =4, pa(2) =2-4=2.

Ovéite si, Ze skutefné vSechna tato tii zobrazeni jsou dobie definované homomorfismy (tj. vztah
o(g - h) = p(g) * p(h) je zachovan po slozkach pro vSechna g,h € Z3). Bud to jde vylozené po
prvcich nebo si uvédomte, jak jsou homomorfismy definované pomoci ¢(1).

Dohromady tak mame trivialni homomorfismus (ten existuje vzdy) a dva netrivialni.

b) Podobné jako v a) si uvédomime, Ze 1 je generator Zs a ¢ je urcené obrazem ¢(1). Vzhledem k
tomu, ze fad 1 v Zs je 5 (5 -1 = 0), tak méame, ze 5- ¢(1) = 0 neboli fad ¢(1) v Zg déli 5. Prvek
(1) mé tedy bud rad 1 (pak ¢(1) = 0 a dostavame trivialni homomorfismus), nebo ma rad 5.
Nicméné v grupé Zg neni zadny prvek fadu 5, nebot z Lagrangeovy véty musi fad prvku délit fad
grupy (|Zg| = 6). Tento piipad tak nemuze nastat.

Jediny homomorfismus mezi zadanymi grupami je trividlni.

. a) Protoze 11 je prvodislo, tak z pfednasky vime, Ze grupa je cyklickd. Pojdme tedy najit néjaky

primitivni prvek. |Z3,| = 10, fad libovolného prvku a € Z7, tak z Lagrangeovy véty déli 10, tedy je
to jedno z &isel 1 (jednotka), 2, 5 nebo 10 (primitivni prvky). TakZe na ovéfeni, Ze je a primitivni
prvek, staci ukazat, ze a,a®, a® # 1.
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Zkusme napiiklad a = 2. Pak a =2 #1, a2 =22 =441 a a® = 10 # 1. Rad 2 je tak nutné 10 a 2
je primitivni prvek.

b) Z; = {1,3,5,7}, hleddme prvek fadu 4. Nicméné 1 m4 ¥ad 1 a pro zbylé prvky plati 32 = 52 =
72 =1, a tedy maji ¥ad 2. Vidime tedy, Ze zadny prvek negeneruje celou Z3 a grupa neni cyklicka.

. a) Zi1g = {0,1,...,17}. Analogicky k tloze —2. pro a € Z;s plati, Ze pokud NSD(a,18) > 1, tak
NSD(a,18) | na pro viechna n a (a) C Zis.

Pro NSD(a,18) =1, tedy a € {1,5,7,11,13,17}, lze stejné jako v —2. ukazat, ze skute¢né generuji
celou Zisg.

b) Pokud pro a € Z, plati d = NSD(a,n) > 1, tak d | na pro v8echna n, 1 & (a) C Z1s a a tak
negeneruje celou Z,,.

¢) V névaznosti na ¢ast b) si rozmyslime, Ze vSechny prvky spliiujici NSD(a,n) = 1 uz jsou
generatory. Jde o pfimé zobecnéni dikazu provedeného v piikladu -2.

Z Bézoutovy rovnosti diky NSD(a,n) = 1 najdeme z,y € Z, ze za+yn = 1, tedy za = 1 (mod n).
Neboli a mé inverz modulo n a kongruence az = 1 (mod n) mé feSeni. Rovnéz pak ma FeSeni i
kongruence b = a(xb) (mod n), a tedy (a) = Zj,.

. a) Na to, aby byl ¢ homomorfismus, tak musime ukézat, ze pro v8echna a,b € Zg plati
o((a+b) mod 6) = (p(a) + (b)) mod 3.
7 definice ¢, tak chceme ukézat, Ze
((a+b) mod6) mod3="(a mod3)+ (b mod3)) mod3=a+b mod 3.

Pokud si ozna¢ime ¢ = (a + b) mod 6, tak chceme vlastné fict, ze ¢ = a + b (mod 3). Nicméné
vime, Ze a + b = ¢ (mod 6) a protoze 3 déli 6, tak i a + b = ¢ (mod 3). Tedy se skute¢né jedna o
homomorfismus. (Podminku bychom pfirozené mohli ovéfit i po prveich, ale to je zbyteéné pracné.)

b) V tomto pi¥ipadé nejde o homomorfismus. Specialné si miZeme vS§imnout, Ze napiiklad

0= @(0) = p(1+4) # (1) + p(4) = 2

Pozndmka: To, Ze to takto vyslo neni v néjakém smyslu nahoda. Jde v podstaté o to, Ze v Zg ztotozniu-
jeme proky se stejnym zbytkem modulo 3 a dostaneme kopii Zs, (coZ odpovidd struktuie faktorgrupy,
jak wvidite nebo jste jiz vidéli na Algebie), coZ v Zs nejde.

. a) ¢(1) se musi zobrazit na prvek fadu 1, 2 nebo 4, tedy ¢(1) € {0,2,4,6}. VSechny tyto moznosti
daji homomorfismus definovany po prvcich jako ¢(a) = ap(1). (To, Ze jsou to skute¢né homomor-
fismy je tfeba ovéfit — bud ruéné, nebo to dokazat obecné).

b) Podobné jako vyse se ¢(1) musi zobrazit na prvek fadu 1, 2 nebo 4. Prvky fadu 4 v Zg nejsou,
pro ostatni dostaneme moznosti ¢(1) € {0,3}, oba opét daji funkéni homomorfismy.

c¢) Podobné jako vyse se ¢(1) musi zobrazit na prvek fadu 1, 2 nebo 4. Nicméné z téchto Fadiu
existuje v Zy pouze prvek fadu 1 (je jim 0), a tedy dostaneme pouze moznost ¢(1) = 0 a trivialni
homomorfismus.

. a) Z Lagrangeovy véty plati, Ze fady prvka jsou bud 1 nebo 7. O¢ividné jediny prvek radu 1 je 0
(jednotka v této grupé) a ostatni prvky budou mit ¥ad 7.

b) Z% je cyklicka, jak vime. Bud muzeme Tady spocitat pro kazdy prvek zvlast, nebo si pro zjedno-
duSeni prace muZeme najit néjaky primitivni prvek modulo 7. S trochou snahy zjistime, Ze je jim
napiiklad 3 (nebo si vzpomeneme na minulé cviceni). Kazdy prvek jde potom tedy zapsat ve tvaru
3¥ a hledame nejmensi n takové, 7e (3¥)" = 1 neboli nk = 0 (mod 6), nebot 3% = 1. Z toho uz
snadno odvodime, ze n = W+W'

Specialné tak vidime, Ze ¥ad 1 ma presné 3° = 1, fad 2 ma presné 3% = 6, fad 3 maji presné 32 = 2,
3% =4 atad 6 maji 3' =3, 3° = 5.



5. Cyklické jsou pravé ZF (generatory 2,3), Zg (generator 5) a Z§ (generatory 2,5). Grupa Zj, naopak
cyklickd neni, nebot v ni vSechny prvky maji fad nanejvys 2.

6. a) 3 (primitivni prvek 2)
5 (primitivni prvky 2, 3)
7 (primitivni prvky 3,5)
b) Hledame homomorfismus, ktery bude zaroven bijekce. Protoze jsou velikosti grup shodné, tak
sta¢i ukazat, ze bude homomorfismus na celou grupu Zg. Toho 1ze docilit tim, Ze zobrazime generitor
Z% (primitivni prvek modulo 7, napf. 3) na generator Zg (napf. 1). Chceme tak ¢(3) = 1 a definujme
tedy po prvcich bijekci p(3%) = k pro k € {0,...,5}. Zbyva ovéfit, Ze je to bijekce (to jste vidéli
napftiklad ve skriptech nebo na minulém cviku pfi poé&itani charaktert).

7. a) Cheeme pravé prvky a € Zj, nesoudélné s p, to jsou jisté viechny kromé 0, a tak Z; = {1,...,p—1}
al|Zy|=p—1.
b) Oznaéme fad a jako k, tedy a* = 1. Jisté k < p — 1, nebot ¥ad prvku déli fad grupy. Nicméné
prvky generované a jsou v mnoziné 1,a,a?,...a*"! (libovolné jiné (i zaporné) mocniny umime
prenésobenim dostat na jednu z téchto). Prvek a ma ale generovat celou Zy, tedy alespoir p — 1
prvkad. Z toho uz dostaneme i £ > p—1 anutné k =p — 1.

¢) Podobné jako v pfedchozim piipadé definujeme zobrazeni po prvcich jako p(a*) = k a ovéFime,
ze jde skuteéné o dobte definovany izomorfismus.

8. Staci si uvédomit, Ze to jsou presné prvky Zz s fadek 6, coz jsme uz v tloze 4. urcili, Ze jsou 3 a 5.

Obecné, pokud uZz zvladneme najit jeden primitivni prvek (v tomto pfipadé napiiklad 3), tak z
postupu z piikladu 4 vyplyva, Ze ostatni ziskdme presné tak, Ze tento prvek umocnime na disla
nesoudélna s fadem grupy. Specidlné v naSem piipadé chceme umocnit 3 na ¢isla nesoudélna s 6,
coz jsou presné 3! =3 a 3% = 5.



