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Definice: Bud p prvoéislo a n € Z. Pak v,(n) znadi nejvétsi celé j > 0 takové, ze p’ | n; jde o p-valuaci
¢isla n. Zaroven definujeme v, (0) := oo.
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Pro cela ¢isla a, b dokaizte, ze a | b pravé tehdy, kdyz pro v8ech prvoéisla p plati v,(a) < vp(b).
Dokazte nasledujici tvrzeni s celymi ¢isly a, b:

(a) Pokud prvocislo p déli soucin ab, tak déli alespon jedno z ¢isel a, b.
(b) a? | b2, pravé kdyz a | b.
(¢) Pokud NSD(a,b) =1, pak NSD(a",b™) =1 pro viechna m,n € N.

. Spoctéte vp(n) pro viechna prvocisla p a pro a) n = 63, b) n = 170, ¢) n = 360.

. Ukazte, Ze pro prvocislo p a m,n € Z plati:

(a) multiplikativita: v,(mn) = v,(m) + vp(n), specidlné v,(Mm™) = nv,(m),

(b) celé &islo dané zlomkem: pokud je 2 celé &islo, tak v, () = vy(m) — vp(n),

(c) trojuhelnikova nerovnost: v,(m + n) > min{v,(m),v,(n)}. Ukazte, Ze pokud v,(m) # vp(n),
pak nastavé rovnost.

. Najdéte piiklad, kdy v,(a + b) > max(vy(a), vy(D)).

. Rozmyslete si hodnoty valuace faktoriali:

(a) Pro pfirozené ¢islo n a kladné realné ¢islo x > 1 urcete, kolik ¢isel z intervalu [1, z] je délitelnych
n.

(b) Dokazte Legendreiv vzorec, ze vp(n!) = > 7, LI%J (Napovéda: Uvédomte si, Ze suma je ve
skutecnosti kone¢na. Kolik z ¢initeldt v n! prisp&je do vp(n!) jednickou? Kolik dvojkou?)

Spoctéte kolika nulami konéi ¢islo 100!.

Dalsi priklady:
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Spoététe v2(250 — 6) a v3 ((28)).

Rozhodnéte, jestli jsou prirozené ¢isla a a b jednoznacné urcéena svym nejmensim spoleénym nasob-
kem a nejvétsim spoleénym délitelem.

. Ukaite, ze pro kazdé n existuje n po sobé jdoucich slozenych ¢&isel.

Pro pfirozena ¢isla n, m rozhodnéte zdali plati, Ze pokud n" | m™, pak n | m.
Jsou dana pfirozena éisla a, b, ¢ splinjici a® | b¢, a® | ¢®. Dokaite, ze a? | be.
Ukazte, Ze pro libovolna nezapornéa cela ¢isla m, n plati, ze (mgn) deli (2;:) (2:)
Dokazte 2" 1 n!. Obecné pro prvoéislo p dokazte p™ 1 ((p — 1)n).

Pro piirozené ¢islo n dokazte vy(n!) < L%J

Dokaizte, Ze pro prirozena ¢&isla a, b, ¢, d spliujici ab = cd plati

NSD(a,c)- NSD(a,d) = a-NSD(a,b,c,d)

Ukazte, Ze pro kazdé n existuje n po sobé jdoucich pfirozenych ¢&isel, z nichZz kazdé je délitelné
¢tvercem néjakého prvocisla.
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