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Exercice 1.

1. La classe fonctionnelle ¢ — w® étant strictement croissante, on a pour tout ¢ que & < w®. En
particulier, o < w®*!; on peut donc considérer v minimal tel que o < w?. Si 7 était limite, on
aurait o < w’ = supg_, W, et il existerait & < 7 tel que @ < w¢, contredisant ainsi la minimalité
de 7. Donc v = B + 1 pour un certain 3, et par minimalité de 7, on a bien w? < a < WP,

L’unicité de 8 est conséquence de la croissance stricte de la fonctionnelle 8 — w?.

2. Emistence.

On montre l'existence d’une forme normale de Cantor pour « par induction sur «. L’initialisation
se fait a a = 0, dont 'unique forme normale de Cantor est la somme vide. Fixons maintenant
a > 0. Notons a7 l'ordinal 8 donné par la question 1, et écrivons la division euclidienne de « par
w1 il existe des ordinaux kp et v tels que a = w*ky +7, et v < w. On a forcément k1 < w; en
effet, sinon, on aurait a < w*w = w* !, contredisant la définition de a. De plus, ¥ < a.. On peut
donc appliquer ’hypotheése d’induction a ~ pour lui trouver une écriture sous forme normale de
Cantor : v = w™kg + ... + wk,, avec ag > ... > an et ko, ..., k, < w. De plus, w* < v < w,
donc a1 > a9 par croissance stricte a droite de ’exponentiation. Donc o« = w* ky + ... w*" k,,, et
ceci est bien un écriture sous forme normale de Cantor de a.

Unicité.
Commencons par montrer que si o = w*ky +...w* k, est un ordinal écrit sous forme normale de
Cantor et si 8 > ay, alors w? > . On a en effet a < W (k1 + ...+ k) <wMw =waj +1< Wwh.

Montrons maintenant l'unicité de la forme normale de Cantor de o par induction sur «. Soit
a = wmky + ...w*k, une écriture sous forme normale de Cantor, montrons que n, les «; et
les k; sont uniquement déterminés par «. L’inégalité démontrée au paragraphe précédent montre
que w® < a < w**l donc par I'unicité dans la question 1, a; est entierement détermié par a.
Ecrivons maintenant v =w2ky+...+w*k,. Alors par I'inégalité du paragraphe précédent, on a
que v < w, et donc 'écriture o = w™ k1 +y est une division euclidienne de o par w®!. Par unicité
de la division euclidienne, k; et + sont entierement déterminés par «. Maintenant, v < «, donc
par hypothese d’induction, v admet une unique écriture sous fome normale de Cantor. Comme
v = w?ky+...+w*k,, on en déduit que n, les a; et les k; pour ¢ < 2 sont entierement déterminés
par «, donc par «, ce qui conclut.

3. Ordre.
Soient av = w -kq +... 4w -k, et B = wPr -l +...+wP -1, deux ordinaux écrits sous forme normale
de Cantor. On va montrer que o < (3 si et seulement si (a1, k1, ..., @, k) <tex (81, 11, -y Bns ln),
oll <y, désigne l'ordre lexicographique étendu de sorte a pouvoir comparer des uplets de longueur
différente : on dira que (z1, ..., Tm) <tex (Y1, -, Yn) S’il existe i < min(m,n) avec x; < y; et
Vj<ixj=yj,ousim<mnetVi<muaz =y;.



Supposons d’abord (a1, k1, ..., Qm, km) <tezx (B1, 1y vy Bn,y ln). Sim < n et si pour tout ¢ < m, on
aq; = f; et k; =1;, alors 8 est de la forme a4+ avec v > 0, donc o < . Si maintenant, il existe ¢ <
m tel que a; < B; et pour tout j < i, a; = B; et k; = [, alors par le résultat préliminaire démontré
A la question précédente, on a w® - k; + ... + w® -k, < w® < w1+ ... +wPr -1, ; par croissance
stricte a droite de la somme ordinale, on peut alors en déduire que o < 5. Enfin, s’il existe ¢ < m tel
que k; < l;, a; = f3; et pour tout j < i, aj = B et k;j = [;, alors en posant v = w™ -k +... +w - k;,
onaa=>vy4+w** k4. +wm -kyet f=v+w-(l; — k) + whit1 i1 + .. + whn -1y ; or,
par le cas précédent, on a w®+! - ki1 + ... Fwm -k, < w® - (1 — ki) + WL WP,
donc par croissance stricte a droite de la somme, on en déduit que a < 5.

Réciproquement, si o < f, alors on a bien (ki, ..., kn) <gez (U1, ..., ln), car sinon on aurait
(I1, -y 1n) <ex (K1, ..., kpn), ce qui montrerait que 8 < « par le sens précédent.
Addition.

Soient @ = w™ - ki + ... + w™ -k, et B = WP - 1) + ... + wPr -1, deux ordinaux écrits sous forme
normale de Cantor. Si oy, < (1, alors en notant + 'ordinal non-nul tel que «a;,, + v = (1, on a
WO Ky + WP 1 = W (K w7 - 1p) = wm w1 = WP T, done (W Ey A+ Fw k) +
WPl WP L) = (W kWO k) (WO D WP ). Bt siag, = B
alors (W -k 4 ...+ w k) + (WOl 4+ 0P 1) = w4 wn (R A1)+ A WP .
Une récurrence immédiate utilisant cette remarque montre que :

~siap<Bralorsa+B=B=wh "l +.. 4w 1,;

— ¢'il existe i € [1,m] tel que oy; = By, alors a + 5 = w® -k + ... + w(k; +11) + ... + Wi s

— sinon, en prenant ¢ € [1,m] maximal tel que a; > 1, alors on a v + f = W - k1 + ... + w* -
ki + WPl + WP,

Dans les trois cas, il s’agit bien d’une écriture sous forme normale de Cantor.

Exercice 2.

1. Go(5) =5=22+1;
Gs(5) = 3% =27,
Gy(5) =4 —1=3-434+3-42+3-4+3 = 255;
G5(5)=3-53+3-524+3.5+2=46T;

Go(5) =3-63+3-62+3-6+1=T775.

Comme vous pouvez le constater, ¢a croit tres vite... Internet m’informe qu’il faut attendre environ
le A(5,4)®me terme (ou A désigne la fonction d’Ackermann) pour que la suite atteigne enfin 0.

2. Si on écrit ’entier a en base p itérée et qu’on remplace tous les p par des ¢, puisque p < g, tous
les coefficients et exposants mis en jeu dans ’écriture obtenue sont bien strictement inférieurs a q,
donc il s’agit d’une écriture de f, 4(a) en base ¢ itérée. Il suffit alors de remplacer de nouveau tous
les ¢ par des r dans cette écriture pour obtenir f, o fp 4(a) ; mais on aurait obtenu le méme résultat
en remplacant directement tous les p par des r au départ, ce qui montre que fp (a) = fg,r0 fpq(a)
comme voulu.

3. On montre par récurrence sur n < w que fpq4 b €8t strictement croissante. Le résultat est vrai
au rang n = 0; supposons le vrai au rang n et montrons-le au rang n + 1. Il faut montrer
que si 0 < a < b < n, alors fpu(a) < fpw(b). Ceci étant clair lorsque a = 0, on supposera
a > 1. Ecrivons a = arp® + ap_1p" 1 + ag et b = bppF + bp_1pF L + by, avec k € N, Vi <
k (ai < pAb <p),etb, #0. On adonc fp,(a) = wlrw®g, 4+ wlrek=Dg, 4+ ay et



fpw(b) = wlve®py 4 wleeb=Dp, 4+ by. Mais remarquons que k < p¥ < b < n, donc par
hypothese de récurrence, on a f, (k) > fpw(k—1) > ... > 0; les deux écritures précédentes sont
donc des formes normales de Cantor. Et comme a < b, on a (ag,...,a0) <z (bg,-..,bp), donc
fpw(a) < fpw(b) par la question 3 de I'exercice précédent.

4. On montre que si la suite (gp(a))p=2 ne s’annule pas sur I'intervalle d’entiers [2,n], alors la suite
(fpw(gp(a)))p=2 est strictement décroissante sur [2,n + 1]. On a en effet, pour 2 <p < n:

for1w(gp+1(@)) = fprrw(fpp+1(gp(a)) — 1)
fpr1.0(fpp+1(gp(a)))
fpw(gp(a)),

I’égalité étant conséquence de la stricte décroissance de fp11,, démontrée a la question précédente,
et la derniere égalité étant conséquence de la question 2.

A

5. Si la suite (G,(a)p=2 ne s’annulait pas, alors par la question précédente, la suite (fpw(gp(a)))p=2
serait une suite infinie strictement décroissante d’ordinaux, ce qui est impossible.

Exercice 3.
1. ¢ 2 =sup,, ., 2" = w.
e (WH+1)2=w+)w+l)=w+hwt+w+1l;orw? < (w+ 1w < (W-2)w =w-(2w) =w? (en
effet, 2w = sup,,_, 2n = w) ; donc (w + 1)% = w? + w + 1.
e W< (w+1)Y < (w-2)¥. Or,pour 1l <n<w,ona:
(w-2)" = w-2w) ... - (2w)-2

n—1 fois

= Wrw- ... w-2
e
n—1 fois

= wn.27

donc w" < (w-2)" < w1 et (w-2)¥ =sup,,_,(w-2)" = w¥. Finalement, on a (w4 1)¥ = w>.

2. Supposons qu'un tel a existe et écrivons sa division euclidienne par w : a = w - +n, avec n < w.
Alors w? =w-B+n+w=w-(B+1), donc 3+ 1 = w, contradiction.

Exercice 4.

1. (a) Prendrea=w,8=1ety=2.0na(w+1)-2=w+l+w+l=wt+w+1=w-2+1, alors
que w:-2+1:-2=w-2+1.

(b) Prendre a =3 =2et y=w. On a (2-2)¥ = 4 = w (la preuve est la méme qu’a la question
1 de I'exercice 3), et 2% - 2% = w - w = W2,

2. (a) Prendrea =2et A\=w. Onasup,,.,n-2=w #w-2.

(b) Prendre o = 2 et A = w. On a sup,,, n? = w # W



Exercice 5.
On notera [/ﬂ]g)‘ I'ensemble des parties de & de cardinalité < A, et *k I’ensemble des applications de
A dans x (pour ne pas le confondre avec kA, qui est son cardinal).
A [/i]<>‘
f — Imf
Réciproquement, une application étant uniquement déterminée par son graphe, on a une injection :

On a une surjection , done |[k]S] < K.

Moo — A x K]

fo— {la fl@))]a <A}’

donc £* < [[A x k]S (ici, A x k désigne le produit cartésien ensembliste, et on notera le produit cardinal
sans symbole). Or, Ak = max(\, k) = k, donc il existe une bijection entre A x k et k; et cette bijection
induit une bijection entre [A x x]<* et [£]<*. On a donc |[A x x]=*| = |[k]=}], ce qui permet de conclure
que |[£]S} = KA.

Exercice 6.
Notons X = |, X¢. Pour tout { < a, posons Ye = X¢\ (UC<£ XC)7 de sorte que X = [ |, Y et

pour tout § < «, X¢ = | |-, Y¢ (le symbole L1 désigne I'union disjointe). Pour tout § < «, le théoreme
de Zermelo nous permet de munir Yz d’un bon ordre que l'on notera <¢. On peut alors définir une
relation < sur X par, pourtous z € Yeet ye Y, 2 <y o £ < (v (£ = ( Az <¢ y). On vérifie que cette
relation est un bon ordre sur X dont tous les X¢ sont des segments initiaux. Soit ¢ : X — § I'unique
isomorphisme de X muni de cet ordre sur un ordinal. Pour tout { < a, ¢”(X¢) est un segment initial
de 3; c’est un ordinal que 'on notera fB¢. On a de plus |B¢| = |X¢| < &, donc fe < k. Or, X = U£<a X
donc 8 = U§<a Be = supg, Be. Ceci montre que 3 < &, et donc que | X| < k.

Exercice 7.

1. Supposons (ACD). Soit (X, )nen une suite dénombrable d’ensembles non-vides. On pose X =
Unen{n} x Xn, et R = {(m,z,n,y) € X x X |n = m+1}. (ACD) nous donne (n;, z;)ieny € X" telle
que ng = 0 et pour tout i € N, (n;, x;, n;+1,x;1+1) € R; une récurrence immédiate montre que pour
tout ¢ € N, n; = 4, et donc que x; € X;. La suite (;)en est donc un élément du produit | [,cn X,
qui est donc non-vide.

2. Supposons (AC). Soit X un ensemble. Alors le produit H z est non-vide ; un élément de ce
2€P(X)\@
produit est une fonction de choix pour X.
Réciproquement, supposons que tout ensemble admette une fonction de choix. Soit (X;)er une
famille d’ensembles non-vides. On pose X = | J,c; Xi. Soit f une fonction de choix pour X. Alors
la famille (f(X;))ier est un élément du produit | [,o; X;.

3. Supposons (AC). Soit g : X —> Y une surjection entre deux ensembles. Soit f une fonction de
choix pour X. Alors la fonction h : Y — X définie par, pour tout y € Y, h(y) = f(g~ ({y}) est
une section de g.

Supposons maintenant que toute surjection admet une section. Soit (X;);e; une famille d’ensembles
non-vides. On pose X = | J,c;{7} x Xp, et on note p : X — I la premiere projection (i.e. la fonction
qui & un élément de X associe sa premiere coordonnée). Comme les X; sont non-vides, p est une
surjection ; soit A : I — X une section de p. Pour tout ¢ € I, on note x; la deuxiéme coordonnée
de h(i); alors (x;)ier est un élément du produit [ [,o; X;.



4. Supposons (AC). Soient X un ensemble et R € X x X telle que pour tout € X, I'ensemble
Xz ={ye X |(z,y) € R} soit non-vide. Soit f une fonction de choix sur X. Soit € X. On définit
une suite (z,)pen par récurrence sur n en posant xg = x et pour tout n € N, 41 = f(X;, ). Alors
pour tout n € N, on a (z,,z,4+1) € R, ce qui montre (ACD).

5. Soit (X;);er une famille dénombrable d’ensembles dénombrables. On fixe f : I — N une bijection ;
pour tout ¢ € I, on note B; 'ensemble des bijections de X; dans N, non-vide par hypothese.
Par (ACDen), le produit [ [,.; B; est non-vide; soit (g;)ier un élément de ce produit. On notera
également, pour z € X, h(z) le plus petit n € N tel que z € X F-1(n)- Alors on vérifie facilement que
la fonction F : X — N? définie par, pour tout = € X, F(x) = (h(x), gp-1(p(z))(x)), est injective;
X est donc subpotent & N2, qui est dénombrable, donc est au plus dénombrable. D’autre part, X
contient les X; qui sont dénombrables, donc X est dénombrable.



