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Équivalence entre les définitions des opérations ordinales

Ceci est une preuve de l’équivalence entre les deux définitions des opérations ordinales vues en
cours, écrite initialement pour un corrigé de TD de l’an dernier. Seul les preuves concernant l’addition
et la multiplications sont écrites, puisque celle pour l’exponentiation n’avait pas été abordée en TD ;
néanmoins, elle est assez similaire.

On a deux définitions des opérations : l’une par opérations sur les ordres et isomorphisme, et l’autre
par récurrence. Comme on a unicité des fonctions définies par récurrence sur les ordinaux, pour montrer
que les deux définitions cöıncident, il suffit donc de montrer que les opérations définies par isomorphisme
satisfont aux relations utilisées pour définir les opérations par induction. On notera donc � et � les
opérations définies par opérations sur les ordres et isomorphisme, et on devra montrer que pour tous
ordinaux α et β, et tout ordinal limite λ, on a :

– α� 0 � α et α� 0 � 0 ;

– α� spβq � spα� βq et α� spβq � α� β � α ;

– α� λ � supβ λpα� βq et α� λ � supβ λpα� βq,

où spξq désignera ici le successeur de l’ordinal ξ (on n’a pas encore démontré que c’était égal à ξ � 1).

Pour éviter les conflits de notations, on notera ici � et � les opérations de somme et produit sur les
ordres. On les définira ici, pour pX, q et pY, q des ensembles ordonnés, de la façon suivante :

– X�Y a pour ensemble de base X�t0uYY �t1u, et l’ordre dessus est défini par pu, δq   pv, εq ô
pδ   ε_ pδ � ε^ u   vqq ;

– X � Y a pour ensemble de base X � Y est l’ordre dessus est l’ordre anti-lexicographique, défini
par px1, y1q   px2, y2q ô py1   y2 _ py1 � y2 ^ x1   x2qq.

De cette façon, α � β est défini comme l’unique ordinal isomorphe à la somme ordonnée α � β, et
α � β est l’unique ordinal isomorphe au produit ordonné α � β. Vérifions maintenant les six relations
de réccurence ci-dessus.

Addition, initialisation.
On a un isomorphisme α � 0 ÝÑ α donné par pξ, 0q ÞÝÑ ξ. Les ordinaux α � 0 et α sont donc

isomorphes, donc égaux. (Ici, on utilise le fait que deux ordinaux isomorphes sont forcément égaux.)

Addition, cas successeur.
Il suffit de montrer d’une part, que pour tout ordinal ξ, on a spξq � ξ � 1, et d’autre part, que la

somme � est associative.

Pour spξq � ξ� 1, on a un isomorphisme ϕ entre spξq � ξYtξu et ξ� 1 défini par ϕpζq � pζ, 0q pour
ζ   ξ, et ϕpξq � p0, 1q. Les ordinaux spξq et ξ � 1 sont donc isomorphes, donc égaux.

Pour l’associativité de la somme, il suffit de montrer que la somme ordonnée est associative à
isomorphisme près ; ainsi, on aura, pour tous ordinaux α, β, et γ, que α � pβ � γq � α � pβ � γq �
pα � βq � γ � pα � βq � γ, et donc α � pβ � γq � pα � βq � γ (le symbole � désigne la relation “être
isomorphe”). On se donne donc trois ensembles ordonnés X, Y et Z et on montre que X � pY � Zq �
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pX � Y q�Z. En terme d’ensembles de base, on a X � pY �Zq � X � t0u Y Y � tp0, 1qu YZ � tp1, 1qu
et pX � Y q� Z � X � tp0, 0qu Y Y � tp1, 0qu Y Z � t1u ; l’application :

X � pY � Zq ÝÑ pX � Y q� Z
pu, 0q ÞÝÑ pu, 0, 0q
pu, 0, 1q ÞÝÑ pu, 1, 0q
pu, 1, 1q ÞÝÑ pu, 1q

est donc une bijection, et on vérifie à l’aide de la définition des ordres sur les deux ensembles qu’il s’agit
d’un isomorphisme.

Addition, cas limite.
On montre que α� λ � supβ λpα� βq en montrant les deux inégalités.

Pour supβ λpα�βq ¤ α�λ, on se donne un β   λ et on montre que α�β   α�λ. Comme β   λ,
β est un segment initial strict de λ, donc α � β est un segment initial strict de α � λ. On en déduit
que α � β est isomorphe à un segment initial strict de α � λ, donc α � β   α � λ. (Ici, on utilise le
fait que ξ   ζ si et seulement si ξ est isomorphe à un segment initial strict de ζ.) Remarquons que ce
paragraphe montre en fait que la somme ordinale est strictement croissante à droite.

Pour α � λ ¤ supβ λpα � βq, il suffit de montrer que pour tout γ   α � λ, il existe β   λ tel que
γ ¤ α � β. On fixe donc un tel γ. γ est un segment initial strict de α � λ, donc il est isomorphe à un
segment initial strict S de α� λ � α� t0u Y λ� t1u. Il y a alors deux cas possibles :

– Soit S est de la forme δ � t0u � δ � 0 pour un certain segment initial strict δ de α. δ est alors
un ordinal strictement inférieur à α, et il est isomorphe à S, donc à γ ; donc γ � δ. On a donc
γ ¤ α� 0, et prendre β � 0 convient.

– Soit S est de la forme α� t0u Y β � t1u � α� β pour un certain segment initial strict β de λ. β
est alors un ordinal strictement inférieur à λ, et on a γ � S � α � β � α � β, donc γ � α � β.
Ainsi, β est comme voulu.

Multiplication, initialisation.
α� 0 est vide, donc α� 0 l’est aussi, donc α� 0 � 0.

Multiplication, cas successeur.
Il suffit de montrer que α � 1 � α, ainsi que la distributivité à droite de la multiplication sur

l’addition.

Pour α � 1 � α, remarquons que β ÞÑ pβ, 0q définit un isomorphisme de α dans α � 1. On conclut
comme précédemment.

Pour la distributivité, comme précédemment, il suffit de montrer que pour tous ensembles ordonnés
X, Y , et Z, on a X � pY � Zq � X � Y �X � Z. Or, on vérifie que les ensembles de base de ces deux
ensembles ordonnés sont égaux (ils sont égaux à X � Y � t0u YX � Z � t1u) ; on vérifie alors que les
définitions des deux ordres précédents cöıncident sur cet ensemble, ce qui conclut.

Multiplication, cas limite.
On montre encore les deux inégalités.

Pour supβ λpα� βq ¤ α� λ, on se donne un β   λ et on montre que α� β   α� λ. On vérifie que
α � β est un segment initial strict de α � λ ; ainsi, α � β est isomorphe à un segment initial strict de
α�λ, donc α�β   α�λ. Comme précédemment, on a en fait montré ici que la multiplication ordinale
était strictement croissante à droite.

Pour montrer que α � λ ¤ supβ λpα � βq, on fixe γ   α � λ et on montre l’existence de β   λ tel
que γ ¤ α� β. γ est un segment initial strict de α� λ, donc il est isomorphe à un segment initial strict
de α� λ que l’on notera S. Soit β � tξ   λ | Dζ   α pζ, ξq P Su. Alors β est un segment initial de λ ; de
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plus, comme λ est limite, alors β est un segment initial strict (en effet, on vérifie que si pζ, ξq P pα�λqzS,
alors ξ�1 R β). β est donc un ordinal strictement inférieur à λ ; de plus, S � α�β. γ est donc isomorphe
à un segment initial de α� β, donc de α� β, donc γ ¤ α� β comme voulu.
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