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Cvičeńı III

Teorie

Definice 1. Necht’ D ⊆ Rn je konvexńı a f : D → R. Řekneme, že f je konvexńı na D, pokud
∀x, y ∈ D a ∀λ ∈ [0, 1] : f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Definice 2. Necht’ D ⊆ Rn je konvexńı a f : D → R. Pokud existuj́ı a jsou konečné druhé smı́̌sené
parciálńı derivace funkce f (znač́ıme jako f ∈ C2(D)), definujeme Hessovu matici jako

Hf (x) =

(
∂2f

∂xi∂xj

(x)

)n,n

i,j

.

Definice 3. Čtvercová matice A ∈ Rn×n se nazývá pozitivně semidefinitńı (znač. A ⪰ 0), pokud
∀x ∈ Rn : xTAx ≥ 0.

Tvrzeńı 1. Pokud f ∈ C2(D), matice Hf (x) je pozitivně semidefinitńı na int(D) právě tehdy, když
f je konvexńı na int(D).

Tvrzeńı 2. Necht’ A je čtvercová matice. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. A je pozitivně semidefinitńı,

2. všechna vlastńı č́ısla matice A jsou nezáporná,

3. všechny hlavńı minory matice A maj́ı nezáporný determinant.

Definice 4. Epigraf funkce f : Rn → R je množina epi(f) = {(x, t) ∈ Rn+1 | f(x) ≤ t}.

Formulace

Tenis Předpokládejme, že při hře tenisu má každý z hráč̊u dvě strategie: zahrát mı́č na pravou
nebo levou stranu kurtu (předpokládejme, že strany kurtu maj́ı jasnou orientaci shodnou pro oba
hráče). Když prvńı hráč hraje zleva doprava, źıská bod s pravděpodobnost́ı pLL; když hraje na
pravou stranu kurtu, źıská bod s pravděpodobnost́ı pLR, a podobně při podáváńı z pravé strany
kurtu jsou jeho pravděpodobnosti pro zisk bodu dány jako pRL a pRR. Označme pravděpodobnosti
zisku bodu druhého hráče jako qLL, qLR, qRL a qRR.

Formulujte rozhodovaćı proces obou hráč̊u pomoćı optimalizačńı úlohy. Co bude optimálńı
hodnota této úlohy představovat? Jaký je vztah mezi těmito dvěma úlohami?

Nápověda: Oba hráči chtěj́ı maximalizovat svou pravděpodobnost zisku bodu při pro ně nejhorš́ı
možné strategii soupeře.
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Př́ıklady

Př́ıklad 1. Necht’ epigraf funkce f : Rn → R je konvexńı množina. Ukažte, že f je konvexńı
funkce.

Př́ıklad 2. Dokažte následuj́ıćı vlastnosti.

1. Pokud f, g : D → R jsou konvexńı, pak αf + βg je konvexńı pro α, β ≥ 0.

2. Pokud fi : D → R, i ∈ I jsou konvexńı funkce, pak supi∈I fi je konvexńı funkce.

3. Necht’ h : R → R je konvexńı neklesaj́ıćı a g : Rn → R je konvexńı, pak h ◦ g je konvexńı.

Př́ıklad 3. Rozhodněte o definitnosti matice:
a b . . . b

b a . . . b
...

. . .
...

b . . . b a

 = a In + b In×n − b In, a, b ∈ R

Př́ıklad 4. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch funkćı je konvexńı:

(a) f(x1, . . . , xn) = |x1|+ · · ·+ |xn|,
(b) f(x, y) = x2

y
, y > 0,

(c) f(x, y) = (x2 + y2)4,

(d) f(x, y, z) = x2 + y2 − z2 + 2xy + 2xz + 2yz,

(e) f(x, y) = xy log(xy), x, y > 0.

Př́ıklad 5. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch množin je konvexńı:

a) {(x, y) ∈ R2 : ex + ey ≤ 10}

b) {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 5, ex + ey ≤ 10}

Př́ıklad 6. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı množiny a funkce konvexńı, a svá tvrzeńı dokažte.
V př́ıpadě, že množina konvexńı neńı, najděte trojici bod̊u, která porušuje definici konvexity.

a) {(x, y) ∈ R2 : x ≤ (y − 1)2, x+ 2y ≥ 6, x ≥ 0, y ≥ 0}

b) {(x, y) ∈ R2 : x2 + 2x+ 3y2 − 6y ≤ 10, |x|+ y2 ≤ 4, y ≥ 0}

c) {(x, y) ∈ R2 : (ex + y3) log(ex + y3) ≤ 15, x ≤ 2}

d) f(x, y) = exp(x2 + e−y) + 6xy na (1,∞)× (0,∞)

e) f(x, y) = log

(
ex+ay

1 + ex+ay

)
na R× R, kde a ∈ R je parametr.


