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CVICENT III

TEORIE

Definice 1. Nechf D C R” je konvexn{ a f : D — R. Rekneme, ze f je konvexni na D, pokud
Ve,ye Davae[0,1]: f(Ax+ (1 —Ny) < Af(z)+ (1 —N)f(y).

Definice 2. Necht D C R" je konvexni a f : D — R. Pokud existuj{ a jsou koneéné druhé smisené
parcidlni derivace funkce f (znacime jako f € C*(D)), definujeme Hessovu matici jako

) = (o))

27.]

Definice 3. Ctvercovd matice A € R™" se nazyva pozitivné semidefinitni (zna¢. A > 0), pokud
Ve e R": T Ax > 0.

Tvrzeni 1. Pokud f € C*(D), matice H;(x) je pozitivné semidefinitni na int(D) prdvé tehdy, kdyz
f je konvexni na int(D).

Tvrzeni 2. Necht A je ctvercovd matice. Ndsledugici tvrzent jsou ekvivalentni:
1. A je pozitivné semidefinitni,
2. wvsechna vlastni ¢isla matice A jsou nezdpornd,
3. wSechny hlavni minory matice A maji nezdporny determinant.

Definice 4. Epigraf funkce f : R" — R je mnozina epi(f) = {(x,t) € R*"™ | f(x) < t}.

FORMULACE

Tenis Predpoklddejme, ze pii hie tenisu ma kazdy z hracu dveé strategie: zahrat mi¢ na pravou
nebo levou stranu kurtu (predpokladejme, ze strany kurtu maji jasnou orientaci shodnou pro oba
hrace). Kdyz prvni hra¢ hraje zleva doprava, ziskd bod s pravdépodobnosti pyr; kdyz hraje na
pravou stranu kurtu, ziska bod s pravdépodobnosti prr, a podobné pii podavani z pravé strany
kurtu jsou jeho pravdépodobnosti pro zisk bodu dany jako prr a prr. Oznacme pravdépodobnosti
zisku bodu druhého hrace jako qrr,qrr, QrL @ qRrR-

Formulujte rozhodovaci proces obou hracu pomoci optimaliza¢ni tlohy. Co bude optimalni
hodnota této 1lohy predstavovat? Jaky je vztah mezi témito dvéma ilohami?

Ndpovéda: Oba hraci chtéji maximalizovat svou pravdépodobnost zisku bodu pii pro né nejhorsi
mozné strategii soupere.
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PRIKLADY

Priklad 1. Necht epigraf funkce f : R® — R je konvexni mnozina. Ukazte, Ze f je konvexni
funkce.

Priiklad 2. Dokazte nasledujici vliastnosti.
1. Pokud f,g: D — R jsou konvexni, pak af + (¢ je konvexni pro «, 5 > 0.
2. Pokud f; : D — R, € I jsou konvexni funkce, pak sup,.; f; je konvexni funkce.

3. Necht h: R — R je konvexni neklesajici a g : R* — R je konvexni, pak h o ¢ je konvexni.

Priklad 3. Rozhodnéte o definitnosti matice:

a b ... b
b a

. :a]n+b]lnxn_bln, a,bGR
b b a

Priklad 4. Rozhodnéte, kterd z néasledujicich funkei je konvexni:
a) f(z1,...,xn) = |x1| + - + |24,

flo,y) =%,y >0,

flzy) = (2 +y7)",

flz,y,2) =22 + y* — 2% + 2zy + 222 + 2yz,

f(z,y) = zylog(zy), z,y > 0.

Priklad 5. Rozhodnéte, kterd z nésledujicich mnozin je konvexni:
a) {(z,y) e R?: e* + ¢¥ < 10}

b) {(z,y) € R*: z? + y* <5, e’ + ¥ < 10}

Priklad 6. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici mnoziny a funkce konvexni, a sva tvrzeni dokazte.
V piipadé, ze mnozina konvexni neni, najdéte trojici bodu, kterd porusuje definici konvexity.

a) {(z,y) eR?: < (y—1)72 x+2y>6, >0, y >0}

(z,y) € R?: (e" + ¢°) log(e” + ¢°) < 15, x < 2}

) {(z.y)
b) {(z,y) € R*: 2? + 2z + 3y* — 6y < 10, |z| +y*> <4, y >0}
c) {(z,y)

)

d) f(z,y) = exp(z* +e7¥) + 62y na (1,00) x (0,00)

e:v+ay

e) f(z,y) =log (m) na R x R, kde a € R je parametr.
€$ a’



