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CVICENT 11

TEORIE

Definice 1. Rekneme, ze mnozina X C R” je konveznd, pokud Vz,y € X plati Vo € [0,1] :
ar+ (1 —a)y € X.

Definice 2. Nechf D C R” je konvexni a f : D — R. Rekneme, ze f je konvezni na D, pokud
Ve,ye DavVAe[0,1]: fAx+ (1= XNy) < Af(z)+ (1 —)N)f(y).

fla) =a?

X

Konvexita je jednou ze zakladnich analytickych vlastnosti funkci. V optimalizaci ma klicovou
roli jak pro teoretické vlastnosti feseni, tak pro vypocetni algoritmy. Konvexita mnoziny nam totiz
umoznuje pri vypoctu optimélni hodnoty spoléhat na fakt, ze krokem ve sméru ,,do stfedu“ mnoziny
pripustnych feSeni z ni nemuzeme vyjit ven. Tim je zaruceno, Ze uvniti mnoziny piipustnych reseni
se nenachazeji zadné ,pasti“, tedy pokud algoritmus naptiklad sleduje cestu nejvétsiho poklesu
uvniti mnoziny, nehrozi, ze by dosel do oblasti neptipustnosti. Specidlnimi typy konvexnich mnozin
jsou konvexni kuzely a konvexni polyedrické mnoziny.

Definice 3. Rekneme, ze A je konvexni polyedrickd mnoZina, je-li prinikem koneéné mmnoha
uzavienych poloprostori {z € R™|a’z > c}. Konverni polyedr je omezens konvexni polyedricka
mnozina.

Definice 4. Mnozina K se nazyva kuZel, pokud plati 0 € K a Va > 0: K = aK. Konvexni kuZel
je konvexni mnozina, kterd je zaroven kuzel.

FORMULACE

Uloha konvexni optimalizace (Markowitzav model portfolia) Mdme k dispozici n rizi-
kovych aktiv Ry,..., R, s otekdvanymi vynosy fi, ..., i, a kovarianéni matici 3 = 0. (Plati, ze
Yi; = pijoioj, kde p; ; je korelace mezi R; a R; a 0;, 0; jsou smérodatné odchylky vynosu R; a R;.)
Pro dané portfolio x € R" s )" | z; = 1 je otekdvany vynos p(x) = (&, p) = Y ., x4 a riziko
0'(13) = \/<Z.’IJ, .’B> = \/.’IJTEIB = \/Zijl PijOi0;T;X;j.
Formulujte optimaliza¢ni tlohu ve tvaru tlohy konvexni optimalizace v podobé:

(a) Minimalizace rizika portfolia za podminky minimélniho ocekavaného vynosu p*.
(b) Maximalizace o¢ekdvaného vynosu portfolia za podminky maximéalniho rizika portfolia o*.
(c) Maximalizace rizikové korigovaného vynosu s véhou A € R.
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PRIKLADY

Piiklad 1. Budte A, B C R" konvexni. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny musi, nebo nemusi
byt konvexni.

Priklad 2. Podobné jako v predchozim piikladu:

(a) int(A)

(b) @A, a € R

(c) Minkowského soucet A+ B ={a+0blac A, be B} =J,cg(A+0) =U,eala+ B)
(d) Minkowského rozdil A© B={a—blac A, be B} =(),c.5(4-0)

() Ax B

Priklad 3. Necht A m4 vlastnost, ze Vr,y € A plati také z/2 + y/2 € A.

(a) Je A konvexni?
(b) Je A konvexni, pokud vime, ze A je uzaviena?
(c¢) Je A konvexni, pokud vime, ze A je oteviena?

Piiklad 4. Necht M C R" je uzaviend a konvexni mnozina, ktera obsahuje pifmku p. Ukazte, Ze
prob € M a b ¢ p mnozina M obsahuje piimku rovnobéznou s p prochézejici bodem b.

Piiklad 5. Nechf g : R® — R je konvexni funkce. Kterd z nasledujicich tvrzeni plati?

(a) Doln{ tiroviiova mnozina funkce g definovand jako Ly = {z € R" [ g(x) < a} je konvexni.
(b) Hornf tiroviiovd mnozina funkce g definovand jako S§ = {x € R"|g(x) > a} je konvexni.
(c) Epigraf funkce g, epi(g) = {(z,t) € R"™ | g(x) < t}, je konvexni.

(d) Graf funkce g, grph(g) = {(z,t) € R™™! | g(x) = t}, je konvexni.

Priklad 6. Rozhodnéte, jakého typu jsou nésledujici mnoziny:
(a)

x4+ 2y > 2
—2r+3y<6
z,y >0

T+ 2y > 2
—2r+3y<6
r+y<4
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Priklad 7. Ovéfte, ze mnozina K = {(z,y) € R?|0 < = < y} je konvexni kuzel.

Priklad 8. Rozhodnéte o mnozinach:
(a) {(z,y) € R?||z| + |y| <1},

(b) {(z,y) eR*| —1 <z <y<1},

(c) {(z,y) e R®*| |z +y| <1},

ktera z nich je konvexni polyedr a ktera neni.



