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Cvičeńı II

Teorie

Definice 1. Řekneme, že množina X ⊆ Rn je konvexńı, pokud ∀x, y ∈ X plat́ı ∀α ∈ [0, 1] :
αx+ (1− α)y ∈ X.

Definice 2. Necht’ D ⊆ Rn je konvexńı a f : D → R. Řekneme, že f je konvexńı na D, pokud
∀x, y ∈ D a ∀λ ∈ [0, 1] : f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).
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Konvexita je jednou ze základńıch analytických vlastnost́ı funkćı. V optimalizaci má kĺıčovou
roli jak pro teoretické vlastnosti řešeńı, tak pro výpočetńı algoritmy. Konvexita množiny nám totiž
umožňuje při výpočtu optimálńı hodnoty spoléhat na fakt, že krokem ve směru

”
do středu“ množiny

př́ıpustných řešeńı z ńı nemůžeme vyj́ıt ven. T́ım je zaručeno, že uvnitř množiny př́ıpustných řešeńı
se nenacházej́ı žádné

”
pasti“, tedy pokud algoritmus např́ıklad sleduje cestu největš́ıho poklesu

uvnitř množiny, nehroźı, že by došel do oblasti nepř́ıpustnosti. Speciálńımi typy konvexńıch množin
jsou konvexńı kužely a konvexńı polyedrické množiny.

Definice 3. Řekneme, že A je konvexńı polyedrická množina, je-li pr̊unikem konečně mnoha
uzavřených poloprostor̊u {x ∈ Rn | aTx ≥ c}. Konvexńı polyedr je omezená konvexńı polyedrická
množina.

Definice 4. Množina K se nazývá kužel, pokud plat́ı 0 ∈ K a ∀α > 0 : K = αK. Konvexńı kužel
je konvexńı množina, která je zároveň kužel.

Formulace

Úloha konvexńı optimalizace (Markowitz̊uv model portfolia) Máme k dispozici n rizi-
kových aktiv R1, . . . , Rn s očekávanými výnosy µ1, . . . , µn a kovariančńı matićı Σ ⪰ 0. (Plat́ı, že
Σi,j = ρi,jσiσj, kde ρi,j je korelace mezi Ri a Rj a σi, σj jsou směrodatné odchylky výnos̊u Ri a Rj.)

Pro dané portfolio x ∈ Rn s
∑n

i=1 xi = 1 je očekávaný výnos µ(x) = ⟨x,µ⟩ =
∑n

i=1 xiµi a riziko

σ(x) =
√
⟨Σx,x⟩ =

√
xTΣx =

√∑n
i,j=1 ρijσiσjxixj.

Formulujte optimalizačńı úlohu ve tvaru úlohy konvexńı optimalizace v podobě:

(a) Minimalizace rizika portfolia za podmı́nky minimálńıho očekávaného výnosu µ∗.

(b) Maximalizace očekávaného výnosu portfolia za podmı́nky maximálńıho rizika portfolia σ∗.

(c) Maximalizace rizikově korigovaného výnosu s váhou λ ∈ R.
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Př́ıklady

Př́ıklad 1. Bud’te A,B ⊆ Rn konvexńı. Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny muśı, nebo nemuśı
být konvexńı.

(a) A ∪B

(b) A ∩B

(c) A \B
(d) AC

(e) clo(A)

Př́ıklad 2. Podobně jako v předchoźım př́ıkladu:

(a) int(A)

(b) αA, α ∈ R
(c) Minkowského součet A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B} =

⋃
b∈B(A+ b) =

⋃
a∈A(a+B)

(d) Minkowského rozd́ıl A⊖B = {a− b | a ∈ A, b ∈ B} =
⋂

b∈B(A− b)

(e) A×B

Př́ıklad 3. Necht’ A má vlastnost, že ∀x, y ∈ A plat́ı také x/2 + y/2 ∈ A.

(a) Je A konvexńı?

(b) Je A konvexńı, pokud v́ıme, že A je uzavřená?

(c) Je A konvexńı, pokud v́ıme, že A je otevřená?

Př́ıklad 4. Necht’ M ⊂ Rn je uzavřená a konvexńı množina, která obsahuje př́ımku p. Ukažte, že
pro b ∈ M a b /∈ p množina M obsahuje př́ımku rovnoběžnou s p procházej́ıćı bodem b.

Př́ıklad 5. Necht’ g : Rn → R je konvexńı funkce. Která z následuj́ıćıch tvrzeńı plat́ı?

(a) Dolńı úrovňová množina funkce g definovaná jako Lα
g = {x ∈ Rn | g(x) ≤ α} je konvexńı.

(b) Horńı úrovňová množina funkce g definovaná jako Sα
g = {x ∈ Rn | g(x) ≥ α} je konvexńı.

(c) Epigraf funkce g, epi(g) = {(x, t) ∈ Rn+1 | g(x) ≤ t}, je konvexńı.

(d) Graf funkce g, grph(g) = {(x, t) ∈ Rn+1 | g(x) = t}, je konvexńı.

Př́ıklad 6. Rozhodněte, jakého typu jsou následuj́ıćı množiny:

(a)

x+ 2y ≥ 2

−2x+ 3y ≤ 6

x, y ≥ 0

(b)

x+ 2y ≥ 2

−2x+ 3y ≤ 6

x+ y ≤ 4
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Př́ıklad 7. Ověřte, že množina K = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ y} je konvexńı kužel.

Př́ıklad 8. Rozhodněte o množinách:

(a) {(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| ≤ 1},
(b) {(x, y) ∈ R2 | − 1 ≤ x ≤ y ≤ 1},
(c) {(x, y) ∈ R2 | |x+ y| ≤ 1},
která z nich je konvexńı polyedr a která neńı.


