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Cvičeńı I

Teorie

Optimalizačńı problém. Máme danou množinu rozhodnut́ı (strategíı, variant, plán̊u...) označme
ji X, a zároveň známe oceňovaćı funkci f : X → R, která každému rozhodnut́ı x ∈ X přǐrad́ı hod-
notu f(x). Naš́ım ćılem je optimalizovat – maximalizovat nebo minimalizovat – hodnotu f na
množině X.

Pozorováńı: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že naš́ım ćılem je minimalizovat funkčńı
hodnoty f . Pokud by totiž f představovala zisk, můžeme definovat ztrátu l = −f , nebo někdy také
tzv.

”
žal“ r = (sup f)− f , a minimalizovat novou upravenou hodnotu.

Formulaćı úlohy optimalizace mysĺıme zápis

min f(x), (1)

s.t. x ∈ X.

Terminologie.

(a) Množinu X nazýváme množinou př́ıpustných řešeńı.

(b) Funkci f nazýváme účelovou funkćı.

(c) Rozhodnut́ı x∗ ∈ X : f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ X nazýváme optimálńım řešeńım úlohy (1).

Pozorováńı Typicky X ≃ S ⊆ Rn a množinu S můžeme vyjádřit pomoćı kombinace rovnost́ı a
nerovnost́ı, které muśı vektor x ∈ Rn splňovat, aby byl př́ıpustným řešeńım pro úlohu (1). Označme
I= množinu index̊u omezeńı tvaru rovnost́ı a I≤ množinu index̊u omezeńı tvaru nerovnost́ı, přičemž
funkce, které vyjadřuj́ı rovnosti, označme hj, j ∈ I= a funkce nerovnost́ı gi, i ∈ I≤. Úlohu (1) pak
můžeme zapsat přesněji jako

min f(x), (2)

s.t. gi(x) ≤ 0, i ∈ I≤, (3)

hj(x) = 0, j ∈ I=, (4)

x ∈ Rn.

Z klasické analýzy (kalkulu) v́ıme, že v př́ıpadě, kdy f ∈ C2(a, b) a chceme naj́ıt jej́ı minimum
x∗ na intervalu [a, b], pak plat́ı

x∗ ∈ argmin
x∈[a,b]

f(x) ⇐⇒
(
f ′(x∗) = 0 ∧ f ′′(x∗) ≥ 0

)
nebo x∗ ∈ {a, b}, f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ [a, b].

Tud́ıž bud’ funkce splňuje tzv. podmı́nku druhého řádu, nebo je optimum dosaženo v krajńım
bodě množiny př́ıpustných řešeńı. Naš́ım ćılem v tomto předmětu bude zavést podobná kritéria a
algoritmy výpočtu pro optimálńı hodnoty (2), a to zejména pro problémy, kdy funkce f, gi, hj jsou
lineárńı (afinńı) nebo konvexńı.
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Formulace

Formulace 1. (Výrobńı plánováńı) Podnik vyráb́ı 3 druhy výrobk̊u V1, V2, V3. Při výrobě se
spotřebovávaj́ı suroviny S1 a S2 a strojový čas Z1. Na výrobu 1 kg výrobku V1 se spotřebuj́ı 2 kg
suroviny S1 a 6 kg suroviny S2, doba výroby je 13 hodin. K výrobě 1 kg výrobku V2 je třeba 3 kg
suroviny S1 a 8 kg suroviny S2, doba výroby je 17 hodin. Výroba 1 kg výrobku V3 trvá 15 hodin a
spotřebuje 5 kg suroviny S1 a 1 kg suroviny S2. Na 1 rok máme k dispozici 200 kg S1, 150 kg S2 a
1800 hodin na zař́ızeńı Z1. Při prodeji pak podnik źıská 2 Kč za 1 kg V1, 4 Kč za 1 kg V2 a 3 Kč
za 1 kg V3. Formulujte optimalizačńı problém.

Formulace 2. (Dopravńı problém) Mějme 1 typ neomezeně dělitelného produktu, který chceme
přepravit od m výrobc̊u k n odběratel̊um. Známe požadavky odběratel̊u (j-tý chce bj) a kapacity
výrobc̊u (ai je kapacita i-tého výrobce). Chceme splnit požadavky odběratel̊u a přitom minimali-
zovat náklady na přepravu (na přepravu 1 kusu zbož́ı od i-tého výrobce k j-tému odběrateli jsou
cij). Formulujte úlohu jako optimalizačńı problém.

Formulace 3. (Dopravńı problém II.) Z daného města je zbož́ı přepravováno po třech r̊uzných
trasách. Prvńı z nich má délku 100 km, druhá 150 km a třet́ı 180 km. V pr̊uběhu roku má být po
prvńı trase přepraveno alespoň 780 tun, po druhé trase 425 tun a po třet́ı trase 1000 tun zbož́ı.
K přepravě lze využ́ıt tři nákladńı auta o nosnostech 1,5 tuny, 3,5 tuny a 5 tun. Nákladńı auta o
nosnostech 1,5 tuny a 3,5 tuny mohou naložená během roku najet maximálně 25000 km. Nákladńı
auto o nosnosti 5 tun smı́ s nákladem během roku absolvovat nejvýše 20000 km. V tabulce jsou
uvedeny náklady na jeden km daným naloženým nákladńım autem po dané trase:

v̊uz 1 v̊uz 2 v̊uz 3

trasa 1 4 7 9

trasa 2 11 9 6

trasa 3 2 7 4

Za každé projet́ı danou trasou je zároveň vyb́ıráno mýtné ve fixńı výši: tento poplatek čińı 200
za projet́ı prvńı trasou, 250 za projet́ı druhou trasou a 380 za projet́ı třet́ı trasou. Zpátečńı j́ızda aut
zahrnuje pouze mýtné, ostatńı náklady jsou zanedbatelné. Auta muśı skončit v mı́stě, kde zač́ınala.
S jakými minimálńımi náklady lze naplánovat přepravu zbož́ı po daných trasách? Formulujte jako
úlohu lineárńıho programováńı s využit́ım matematické symboliky. Úlohu pouze sestavte, nemuśıte
ji řešit.

Formulace 4. (Přǐrazovaćı problém.) V podniku pracuj́ı 3 skupiny S1, S2, S3. Každá skupina
může za týden zhotovit jednu ze 3 zakázek Z1, Z2, Z3. Kvalita a také cena zakázky záviśı na tom,
která skupina ji zhotov́ı. Předpokládané zisky v tiśıćıch Kč udává tabulka. Ćılem úlohy je přǐradit
zakázky pracovńım skupinám tak, aby výsledný celkový zisk byl maximálńı.

Z1 Z2 Z3

S1 4 3 2

S2 6 4 3

S3 4 4 4
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Formulace 5. (Řezný problém.) Truhlářská firma má k dispozici lat’ky o délce 200 cm. Při
výrobě plotu potřebuje firma přesně 120 lat’ek o délce 80 cm, 310 lat’ek o délce 50 cm a 150 lat’ek o
délce 30 cm. Maximálńı povolený odřezek má délku 10 cm. Ćılem je sestavit takový plán, aby byl
odpad minimálńı.

Formulace 6. (L1-regrese.) Přeformulujte úlohu minimalizace součtu absolutńıch hodnot od-
chylek

min
a,b∈R

n∑
i=1

|yi − a− bxi|.


