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PREDMLUVA

V realném svété vznikaji problémy, které za pomoci znalosti z rtiznych oblasti védy do-
kazeme formulovat v matematickou tlohu v podobé diferencialnich a integralnich rovnic.
Formulovana tloha zpravidla nepopisuje realny problém piesné, ale pouze piiblizné. Re-
Seni vyse zminénych rovnic lezi ¢asto v nekoneéné dimenzionalnim prostoru a neni mozné
jej analyticky urcit. Proto hledame aproximaci feseni v koneéné dimenzionalnim prostoru,
provadime diskretizaci llohy. Po pfipadné linearizaci pfed nami stoji posledni ¢lanek pro-
cesu feSeni ptivodniho problému, systém linearnich rovnic

(1) Az =0,

jeden ze zadkladnich problémii numerické linearni algebry. Z uvedeného popisu (jeho po-
drobnou diskusi lze nalézt v [57]) vzniku linedrniho systému (1) je zfejmé, ze k efektiv-
nimu a uspésnému reSeni ptivodniho problému je potifeba, aby jednotlivé irovné z nichz se
cely proces Teseni sklada byly vzajemné propojeny a vyvazeny. Jestlize je iloha na jedné
darovni aproximovana s urcitou presnosti, nemé smysl fesit korespondujici ilohu na dalsi
urovni s vyrazné odliSnou presnosti. Proto je ¢asto pfirozené pouzit k fesSeni systému (1)
iteracnich metod, které v kazdém kroku poskytuji pribliznou aproximaci reseni a davaji
nam tak moznost zastavit itera¢ni proces na vhodné hladiné presnosti. Ridka struktura
matic navic umoznuje feSeni soustav o milionech neznamych. Pfipomenme, ze pfimé fe-
Si¢e pouzivaji k nalezeni fesSeni vzdy stejného mnozstvi eliminac¢nich krokid a v zddném
z téchto krokt nemame k dispozici pribliznou aproximaci feseni. Eliminace s sebou navic
obecné pfinasi zaplnéni matice vedouci, bez pouziti velmi slozitych postupi, k obrov-
skym narokim na pamét pocitace; vypocet se tim stava neefektivni. Uvedli jsme jeden
z moznych procesi vzniku systémi linearnich rovnic. Samoziejmé, Ze systémy linearnich
rovnic mohou vznikat z rtiznych aplikaci a je nutno zvazit, které metody na jejich feseni
pouzit. Vzdy bychom ale méli mit na mysli vztah feseni linearniho algebraického systému,
urceného s néjakou presnosti, k ptivodnimu problému realného svéta.

V této préci se budeme vénovat feseni systému (1) pomoci tfidy itera¢nich metod na-
zyvanych krylovovské metody, které se zdaji byt, v kombinaci s pfedpodminénim, vhodné
a efektivni pri feSeni vyse popsaného problému. Intuitivné bychom na tyto metody mohli
pohlizet tak, ze ptivodni mnoha dimenzionalni problém projektuji na podprostory malé
dimenze (Krylovovy podprostory) generované pomoci opakovanych aplikaci matice A na
pocatecni reziduum. V Krylovovych podprostorech se rychle projevuji dominantni vlast-
nosti matice A a proto byva v priznivém pripadé aproximace reSeni v nich hledana dobrou
aproximaci i po malém poctu krok.

Ackoliv metody dobfe funguji v praxi, nerozumime dosud Gplné jejich teoretické pod-
staté. K pochopeni otazky pro¢ a jak krylovovské metody funguji se snazime dospét zkou-
manim a popisem jejich konvergence v zavislosti na vstupnich datech tlohy. Na otazku
zname odpovéd v piipadé metody sdruzenych gradienti (CG), kdy je matice A symetrickd
a pozitivné definitni (viz. kapitola 3). Konvergence CG zavisi na rozlozeni vlastnich éisel
matice a projekcich poc¢atecniho rezidua do jednotlivych vlastnich podprostort. V obecné
nesymetrickém pripadé je situace komplikovanéjsi a informace, kterou poskytuji vlastni
¢isla, neni postacujici k uréeni konvergence, jak bylo ukazano v [29], [27], [3]. PouZijeme-li
napft. stabiliza¢ni techniky na jednodimenzionalni konvektivné-difiizni rovnice s dominant-
nim konvektivnim ¢lenem (viz. napf. [49]), je informace o rychlosti konvergence, kterou
poskytuji vlastni ¢isla operatoru vysledného diskrétniho systému linearnich rovnic, zava-
dejici [9].

Velmi dtlezitou otazkou je rovnéz vyhodnocovani konvergence, tedy zptsob, kterym
se snazime zjistit kvalitu nasi aproximace, jeji ,blizkost“ k feseni tlohy. Slovo blizkost
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pritom muze zéviset na typu tlohy. V kapitole 3 se napiiklad zabyvame odhadem A-normy
(energetické normy) chyby v metodé CG. V symetrickém pozitivné definitnim pfipadé ma
A-norma chyby casto pfimou souvislost s feSenou fyzikalni ¢i chemickou tlohou a proto
je vhodna k zastavovani algoritmu. V nesymetrickém piipadé vSak neni obecné mozné
efektivné odhadnout normu chyby. Pokud z prirozenosti tlohy neplyne néco jiného, zda
se byt vhodnou mirou konvergence zpétna chyba, udavajici velikost maximalni perturbace
v matici A a ve vektoru pravé strany b, pfi niz je pocitanad aproximace presnym reSenim
porusené soustavy [57].

Metody Krylovovych prostort mtizeme rozdélit na dveé velké skupiny. Metody s krat-
kymi rekurencemi jsou laciné (uvazujeme-li pouze cenu za iteraci) a pamétové nenarocné.
Metody s dlouhymi rekurencemi jsou robustnéjsi — pocitaji aproximace feseni optimalni
v néjakém smyslu, za coz musime ovSem zaplatit vétsimi naroky na pocet operaci a pamét
pocitace. Prekvapivé je, ze metody obou skupin, ackoliv se zakladaji na rtznych princi-
pech, davaji idealné (v pfesné aritmetice) mnohdy velmi blizké konvergenéni kiivky. Vztah
mezi obéma skupinami metod neni dosud zfejmy a jeho zkouméani by mohlo vést k sa-
motnému pochopeni konvergence metod. K této otdzce se snazime prispét v kapitole 2,
ve které hovorime o volbé stinového vektoru, jednoho z parametri metod zaloZenych na
Lanczosové procesu.

Je nutné si uvédomit, ze krylovovské metody pouzivame témér vyhradné na pocitacich
s konec¢nou aritmetikou reprezentovanou strojovou presnosti . Po pfeneseni algoritmu re-
alizujiciho danou metodu do pocitace se vSsak muze stat, ze hodnoty, které na zakladé
vypoctu algoritmu v konec¢né aritmetice dostavame, neodpovidaji idedlnim hodnotam a
nespliiuji teoretické vztahy dané metody. Konec¢na aritmetika pocitace muiize zpusobit
zménu chovani algoritm® a mit dokonce destruktivni Gc¢inek na konvergenci. Proto zkou-
mani chovani algoritmt krylovovskych metod v konec¢né aritmetice tvori nedilnou soucéast
jejich pouziti pfi feSeni systému (1). Chovani iterac¢nich algoritmu pii vypoctech s ko-
ne¢nou presnosti je popsano zatim jen ¢asteéné a to u algoritmi metod CG (symetricky,
pozitivné definitni pfipad) a GMRES (obecny nesymetricky pfipad). V ostatnich pfipa-
dech, zejména u algoritmi s kratkymi rekurencemi, je situace zatim nejasné a numerické
experimenty ukazuji, ze vliv zaokrouhlovacich chyb na jejich chovani muze byt zna¢ny. Na
zakladé souvislosti CG s Gaussovou kvadraturou vysvétlujeme v nasi praci (v kapitole 4)
matematicky model CG v koneéné aritmetice pouzity v [59]. Vliv zaokrouhlovacich chyb
na tuto metodu zpiuisobi zpozdéni konvergence a omezeni dosazitelné presnosti [54], [23],
[31].

Dalsi problém souvisejici s kone¢nou aritmetikou spociva v ziskéavani vhodnych infor-
maci o konvergenci metody. Je dutlezité si uvédomit, ze veskeré formule odvozené v presné
aritmetice (napiiklad konvergen¢ni charakteristiky resp. jejich odhady) mohou v koneéné
aritmetice vydavat zkreslené informace o blizkosti poc¢itané aproximace k feSeni, zvlasté
pokud byly odvozeny na zakladé vlastnosti, které v kone¢né aritmetice obecné neplati. Je
tedy nutné zabjvat se problémem, zda vztahy, na nichz se dané formule zakladaji, plati
(s n&jakou malou chybou) i v kone¢né aritmetice. Do této problémové oblasti zasahujeme
v kapitole 5, kde provadime analyzu zaokrouhlovacich chyb ve vztazich, na nichz se za-
klada odhad A-normy chyby v CG. Ukazujeme, kterym z odhadi mizeme vérit a kterym
nikoli.
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V tvodni kapitole jsme na zakladé praci [50], [30] a [24] vytvorili kompaktni celek zahr-
¢tenatre do problematiky krylovovskych metod a ukézat, ze ackoliv existuje velmi mnoho
metod a algoritmi, pracuji vSechny pouze na nékolika mélo principech. Tato kapitola
neobsahuje puvodni vysledky, snad jen osobity nahled na danou problematiku a nékolik
odvozeni provedenych vlastnim zptsobem (viz. napf. odvozeni QMR v oddile 1.4.3).

Vychazime z obecné myslenky projektivnich metod, které hledaji aproximace feseni sys-
tému linedrnich rovnic ve varietach definovanych pocateénim pfiblizenim a Krylovovymi
podprostory. Rozdé€lujeme krylovovské metody na metody s minimélnim a galerkinov-
skym kvazi-reziduem pouzivajici bud Arnoldiho nebo Lanczosovu bézi, vysvétlujeme je-
jich vyhody i nevyhody. Jedna metoda mtze mit rizné implementace lisici se podle volby
algoritmu, které realizuji jednotlivé faze vypoctu, t.j. budovani baze a konstrukci apro-
ximace Feseni. Odvozujeme mozné algoritmické realizace nejznaméjsich metod GMRES,
FOM, QMR a LM. Pokra¢ujeme metodami Lanczosova typu, které ke konstrukci apro-
ximace Feseni vyuzivajl polynomu definovaného algoritmem BiCG a dalsiho pomocného
polynomu. Prezentujeme algoritmy metod CGS, BiCGStab, TFQMR a vysvétlujeme prin-
cipy BiCGStab2 a BiCGStab(l). V zavéru diskutujeme o zastavovacim kritériu algoritmi.

Jednim z moznych sméru zobectiujicich metodu CG pro nesymetrické tlohy je Lanczo-
sova metoda pro feSeni nesymetrickych systému linearnich rovnic (LM), kterou se zaby-
vame v kapitole druhé. Cilem této kapitoly, kterd obsahuje ptuvodni vysledky, je prispét
k feSeni otevieného problému vztahu mezi metodami s kratkymi a dlouhymi rekuren-
cemi. Véfime, ze kli¢ k zodpovézeni mnoha otazek tykajicich se této problematiky, je
skryt v pochopeni vyznamu stinového vektoru v Lanczosové procesu a proto se vénujeme
jeho zkoumani.

Ve vétéch 2.2, 2.3 a 2.4 rozsifime vysledky prace [25] a uré¢ime pfesné vztah mezi krylo-
vovskou metodou reprezentovanou t¥ikrokovou rekurenci a Lanczosovou metodou (LM).
Vysvétlime, ze je mozné urcit stinovy vektor tak, aby Lanczosova metoda vypocetla vy-
brand rezidua jiné krylovovské metody napt. GMRES. Pohovofime o tom, jaky stinovy
vektor 1ze povazovat za optiméalni a v zavéru kapitoly diskutujeme otézku proc¢ jsou kon-
vergencni kiivky klasickych krylovovskych metod ¢asto velmi blizké konvergencni kiivce
GMRES vzdy, kdyz dochézi k jejimu dostatecné rychlému poklesu. Pokusime se vysvétlit,
ze nahodné voleny stinovy vektor je néco jiného nez nahodné volené koeficiety v t¥ikrokové
rekurenci. V numerickych experimentech ovéiime platnost nasich teoretickych vysledki
a vysvétlime, jakym zptisobem volit ndhodny stinovy vektor. S matici 8 x 8 provedeme
experiment, ve kterém se pokusime numericky urcit optiméalni stinovy vektor.

Treti, étvrtd a pata kapitola zahrnuje ptivodni vysledky zaslané k publikaci [59] (spo-
leéna prace se Z. Strakosem), jejich prohloubeni a rozsifeni.

Ve tieti kapitole se podrobné zabyvame odhadem A-normy chyby v metodé sdruzenych
gradienti (CG), kde A je symetrickd, pozitivné definitni matice. Cilem této kapitoly je
vnést vice svétla do problému odhadovani A-normy chyby.

Na zékladé vztahu mezi metodou sdruzenych gradienti a Gaussovou kvadraturou uka-
Zeme, jakym zpusobem lze konstruovat odhady A-normy chyby. Algebraickou cestou
odvodime novy odhad a vysvétlime, Ze odhady zaloZené na Gaussové kvadratufe jsou
matematicky ekvivalentni odhadim odvozenym algebraickou cestou. Ukézeme, Ze nejjed-
nodussi a nejméné pocetné naro¢ny odhad je skryt ve vztazich obsaZenych jiz v ptvodni
préci [32] (numerickou stabilitou tohoto odhadu se budeme zabyvat v kapitole 5).
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Cilem ¢tvrté kapitoly je vysvétlit chovani CG v kone¢né aritmetice a pfipravit podklady
pro analyzu zaokrouhlovacich chyb v odhadech A-normy chyby.

Popiseme zékladni myslenku matematického modelu CG v koneéné aritmetice zaloZeného
na pochopeni CG ve smyslu Gaussovy kvadratury. Matematicky model CG v kone¢né
aritmetice ndm umozni vysvétlit princip zpozdéni konvergence. Formalné popiSeme zao-
krouhlovaci chyby vznikajici pfi vypoctu algoritmu CG v konecné aritmetice a na zakladé
standardniho modelu aritmetiky s pohyblivou radovou ¢arkou odhadneme jejich velikost.
Zformulujeme a dokazeme novou vétu 4.1, ktera se zabyva lokalni ortogonalitou. V nume-
rickych experimentech se zabyvame nadhodnocenim odhadt pocitajicich s nejhorsim moz-
nym piipadem. Pomoci nasobné aritmetiky [5] dopoéteme lokalni zaokrouhlovaci chyby a
ukézeme jejich skute¢nou velikost.

V paté kapitole si klademe za cil vysvétlit problém aplikace odhadil zalozenych na
Gaussové kvadratufe a provést analyzu zaokrouhlovacich chyb u odhad A-normy chyby
odvozenych pomoci algebraické manipulace.

Rozsifime analyzu zaokrouhlovacich chyb z naseho ¢lanku [59] u preferovaného odhadu
a provedeme rovnéz detailni analyzu zaokrouhlovacich chyb u nového odhadu. UkéaZeme,
které odhady lze pouzit i v pfipadé, kdy jsou lokalni zaokrouhlovaci chyby podstatné
zesilovany v pribéhu viypoctu. V numerickjch experimentech se zabyvame analyzou plat-
nosti vztahu, na némz se zaklada preferovany odhad A-normy chyby, v konecné aritme-
tice. Graficky znazornujeme chovani matematicky ekvivalentnich odhadt A-normy chyby
v konecné aritmetice a vysvétlujeme praktické dasledky analyzy zaokrouhlovacich chyb.
Soucasti numerickych experimentt bude i algebraické odvozeni odhadu euklidovské normy
chyby a numericka demonstrace funkénosti tohoto odhadu (analyza zaokrouhlovacich chyb
pro tento odhad jiz pfesahuje ramec nasi prace).



1
METODY KRYLOVOVYCH PROSTORU

Jﬁ této kapitole se zabyvdme prehledem metod Krylovovych prostori
(krylovovskych metod) uzivangch pti reseni systémi linedrnich rovnic
a odvozenim jejich algoritmu. Krylovovskd metoda je specidlnim pripadem
metody projektivni. Urcuje aprorimace Teseni systému linedrnich rovnic ve
varietdach tvorengych pocdtecni aproximact Teseni a prostory postupné ros-
toucich dimenzi (Krylovovy podprostory). Aprozimace jsou pritom jedno-
znacné dany urcujicimi podminkami kladenymi na korespondujici rezidu-
ovy vektor. Podle volby urcujicich podminek rozlisujeme nékolik zakladnich
krylovovskych metod. Jejich algoritmickée vyjddreni neni jednoznacné a zd-
visi na druhu pouZité baze Krylovova prostoru (Arnoldiho, Lanczosova), na
algoritmu, ktery vektory bdze pocitd a konecné na zpusobu konstrukce poza-
dované aproximace a korespondujicitho rezidua z vektord bdze. Volba vhod-
nych algoritmi realizujicich jednotlivé fdaze vypocitu je dilezitd predevsim
v souvislosti s pouZitim algoritmiu v konecéné aritmetice pocitace. Uvedeme
Ctyri zakladni metody Krylovovych prostord a budeme se zabyvat jejich al-
goritmickym vyjadienim. Z algoritmu BiCG, ktery pouzivd Lanczosovu bdzi,
odvodime algoritmy metod Lanczosova typu a vysvétlime zdkladni ideu hyb-
ridnich BiCG-metod. V zdvéru kapitoly budeme diskutovat zastavovaci kri-
térium algoritma.

Uvazujme systém linearnich rovnic
(1.1) Az =1,

kde A € R™™™ je redlnd regularni matice, b € R™ vektor pravé strany a x € R™ oznacuje
FeSeni soustavy (1.1). Pro zjednoduseni notace predpokladame A, b realné; analogie vSech
postupti je mozna i pro komplexni data.

Jednim z moznych ptistupi ke konstrukei aproximace feseni & soustavy (1.1) je hledat
tuto aproximaci ve vhodném prostoru X C R™ dimenze k resp. ve varieté xo + K, kde xzg
je pocatecni aproximace feSeni, pricemz aproximace Z je jednoznac¢né urcena k urcujicimi
podminkami kladenymi na pfislusny reziduovy vektor b — Az. Bézné uzivané urcujici
podminky jsou ortogonalita rezidua na k linearné nezavislych vektori, jez spolecné urcuji
prostor £ dimenze k nazyvany levy prostor. Aproximace & je potom jednoznacné dana
podminkou

(1.2) FeET+K, b—Ai L L

Popsané urcujici podminky jsou bézné pouziviny v mnoha rtiznych matematickych meto-
déch a jsou znamy jako Petrov-Galerkinovy podminky a pti volbé L = K jako Galerkinovy
podminky.

Projektivni metoda pouziva posloupnosti k-dimenzionalnich prostort Ky a Li. Apro-
ximaci j poté uréuje v kazdém kroku pomoci podminky (1.2), pfi¢emz za prostory K a
L dosazuje prostory K a Ly,

(1.3) Tr €xo+ Ky, b—Ax, L L.
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Z podminky (1.3) plyne, Ze rostou-li dimenze prostori Ky a Ly, ziskdme nejvyse v n-tém
kroku presné feseni = soustavy (1.1).

Dulezitou tfidu projektivnich metod pro feSeni soustavy (1.1) tvoii metody Krylovo-
vych prostori (zkracené krylovovské metody), u nichz se za ¢leny posloupnosti prostoriu
K. voli Krylovovy podprostory i (A, o),

Ki(A,rg) = span{ro, Aro, ... ,Akilro},
kde rg = b — Axg a k-ta aproximace feSeni xy,
(1.4) T € g + ICk(A, 7”0),

soustavy (1.1) je uréena pomoci k podminek aplikovanych na vektor r, = b — Axy. Pro
reziduum r; podle (1.4) plati

(1.5) T € 7o + AKK(A, 10).

Urcujici podminky pro reziduum nemusi byt dany pfi formulaci metody explicitné jako
ortogonalni. I presto lze krylovovské metody implicitné povazovat za metody projektivni
nebot libovolné uréujici podminky lze pievést na podminku ortogonality rezidua k urci-
tému prostoru.

Kapitola ma nasledujici strukturu. V sekci 1.1 pfistoupime k formulaci krylovovskych
metod a budeme diskutovat jejich zédkladni vlastnosti plynouci z urcujicich podminek.
Sekce 1.2 je vénovana konstrukci a odvozeni rtiznych algoritmt realizujicich pocitani baze
Krylovova prostoru. V sekci 1.3 ukazujeme, jakym zpusobem z bazovych vektoru zkon-
struovat aproximace feseni pozadovanych vlastnosti a zabyvame se vztahem metod s mi-
nimalnim a galerkinovskym kvazi-reziduem. Na zakladé vysledki z 1.2 a 1.3 formulujeme
v 1.4 algoritmy zakladnich krylovovskych metod GMRES, FOM, LM a QMR. V sekci 1.5
odvozujeme algoritmy metod Lanczosova typu a popisujeme zakladni myslenku hybrid-
nich BiCG-metod, mezi které se fadi napt. BiCGStab(l). Kapitolu zakon¢ujeme diskusi
o zastavovacim Kritériu algoritm.

1.1 Zakladni krylovovské metody

V tvodu této kapitoly jsme vysvétlili, ze krylovovské metody lze implicitné chapat jako
metody projektivni a zfejmé miizeme definovat rizné krylovovské metody volbou levého
prostoru. Dulezité pfitom je, abychom byli schopni vektory urcéené konkrétnimi podmin-
kami rozumné vyjadiit, t.j. nalézt algoritmus k jejich vypocteni. Na zakladé volby levého
prostoru muzeme definovat nasledujici bézné uzivané metody:

FOM (Full orthogonalization method)

(1.6) xp € o+ Kp(A, o), 1% L Kp(A, 1),

GMRES (Generalized Mimimal Residual Method)

(1.7) xp € xo + Kp(A, 1), 7 L AKK(A,r0),
LM (Lanczos Method for solving linear systems)

(1.8) zp € 2o+ Kr(A, o), m L Ki(AT,7),

kde 7 je pomocny nenulovy vektor. Poznamenejme, ze volby levych prostort v (1.6), (1.7)
a (1.8) jsou pouze jedny z moznych.



1.1. ZAKLADN{ KRYLOVOVSKE METODY 11

Abychom mohli pracovat s Krylovovymi prostory a vypocitavat vektory vyhovujici
riznym podminkdm, bude zfejmé nutné zvolit bézi Krylovova podprostoru KCx(A, ).

Budeme uvazovat takové bazové vektory vy, ..., v podprostoru K (A, o), které vyhovuji
podminkam

(1.9) v € Ki(A,ro) — Ki—1(A,19), span(vy,...,v;) = Ki(A, o)

a bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze ||v;|] = 1, 1 < i < k. Pfi volbé konkrétni baze

je dtlezité abychom byli schopni proces vytvareni baze dobie algoritmizovat. P¥ikladem
bazi vyhovujicich této podmince jsou Arnoldiho a Lanczosova baze. Vektory Arnoldiho
béze jsou uréeny podminkou (1.9) a podminkou

(1.10) UiTUj = (Sij,

kde ¢;; oznacuje Kronekerovo delta, t.j. v1, ..., v} tvoil ortonormélni bazi Krylovova pod-
prostoru K (A, 79). Vektory Lanczosovy béaze jsou dany podminkami (1.9) a

(1.11) vi LK 1(AT 7)), 1<i<k.

Ozna¢me Vj, € R™* matici, jejiz sloupce postupné tvoii vektory vy, ..., v;. Potom
1ze libovolny reziduovy vektor ri_q z variety 7o+ AKr_1(A,r9) C Ki(A,ro) psat ve tvaru

(1.12) Th—1 = Vi k-1

Vektor q;_1 € RF je zfejmé soufadnicovy vektor rezidua r,_; v bazi vi,...,v, a bu-
deme ho nazyvat kvazi-reziduem. Pokud je kvazi-reziduum voleno tak, aby byl reziduovy
vektor r;_1 nasobkem posledniho bazového vektoru v, budeme hovorit o galerkinovském
kvazi-reziduu. Vektor g1 s minimalni normou ze vSech pfipustnych kvazi-rezidui (t.j. ta-
kovych, ze reziduum 7, uréené (1.12) spliuje (1.5)) se nazyva minimdlni kvazi-reziduum.
Povsimnéme si nasledujicich skutecnosti:

- Metoda s galerkinovskymi kvazi-rezidui pouzivajici Arnoldiho bazi je metoda FOM.
Reziduovy vektor je totiz nasobkem pfislusného bazového vektoru Arnoldiho béaze
a nutné spliiuje podminku (1.6).

- Metodu s galerkinovskymi kvazi-rezidui pouzivajici Lanczosovu bézi zname z (1.8)
jako LM. Reziduum ry, je ndsobkem pfislusného bazového vektoru spliiujiciho (1.11)
pro i = k + 1 a 7 je nutné kolmé na Ky (AT, 7).

- Metoda s minimalnimi kvazi-rezidui pouzivajici Arnoldiho bazi je GMRES formulo-
vana podminkami (1.7). ProtoZze v pfipadé Arnoldiho baze plati

IVierr il = llaxl

a ¢ ma minimalni normu ze vSech pripustnych kvazi-rezidui, ma zfejmé reziduum
Tk = V11 g, nejmensi normu ze vSech rezidui z variety ro + A, (A, o), plati

1.13 b— Azl = min b— Azx|l|.
(113) b= Aail = min b Al

Reziduum 7 splilujici podminku (1.13) nutné lezi ve varieté r; € ro + AKk(A,19)
a je kolmé na prostor AKL(A,ry) (protoze mad minimalni normu) a tedy spliuje
podminku (1.7).
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Metodu s miniméalnimi kvazi-rezidui pouzivajici Lanczosovu bazi budeme nazyvat QMR
(Quasi Minimal Residual Method). I tuto metodu lze implicitné povazovat za projektivni
metodu ve smyslu podminek (1.3).

Pravé uvedeny postup formulace krylovovskych metod (pomoci konkrétné zvolené béaze
a kvazi-rezidua) naznacuje, ze pro urceni rezidui a aproximaci krylovovské metody bude
nutné algoritmicky vyfresit dva problémy: konstrukci bazovych vektort a konstrukci rezi-
dui a aproximaci na zakladé znalosti vektori baze.

Je-li matice A symetrickd, jsou algoritmy metod uréenych podminkami (1.6) a (1.7)
laciné (co se ty¢e poctu operaci potfebnych k provedeni jedné iterace) a pamétové ne-
naro¢né. Metodu formulovanou podminkou (1.6) potom nazyviame metodou sdruzenych
gradientt (CG) [32]. Pokud je matice A pozitivné definitni, uréuje metoda CG aproximace
optiméalni ve smyslu minimalni A-normy chyby. K metodé CG se vratime v kapitole tieti,
étvrté a paté, v nichz budeme hovofit o odhadu A-normy chyby, chovani CG v konec¢né
aritmetice a analyze zaokrouhlovacich chyb v odhadech A-normy chyby. Metodu formu-
lovanou pomoci podminky (1.7) nazyvame v symetrickém pfipadé metodou miniméalnich
rezidui (MinRes). Laciny a pamétové nenaro¢ny algoritmus této metody ndm dava moz-
nost vypocist aproximace optimélni ve smyslu minimalniho rezidua.

Chceme-li aplikovat krylovovské metody v obecné nesymetrickém pripadé, stojime
pred otéazkou zda pouzit metody pouzivajici Lanczosovu nebo Arnoldiho bazi.

Metody pouzivajici Arnoldiho bazi (GMRES a FOM) jsou zaloZeny na ortogonalizad-
nich algoritmech, realizujicich poc¢itani ortonormalni baze Krylovova prostoru. Abychom
mohli vyjadrit dalsi bazovy vektor, je obecné nutné udrzovat v paméti pocitace vSechny
predchozi bazové vektory. Proto hovoiime o téchto metodach jako o metodach s dlouhymi
rekurentnimi vztahy (dale jen dlouhymi rekurencemi). Udrzovani vektort v paméti po-
éitade samoziejmé vede s pribyvajicimi iteracemi k velkym naroktim na pamét pocitace
a na zvysujici se pocet operaci potfebnych k provedeni jedné iterace. Na druhé strané
jsou tyto metody robustni a numericky stabilni (samoziejmé realizujeme-li danou metodu
vhodnym algoritmem). Metoda GMRES navic po¢ita aproximace optimalni ve smyslu mi-
nimalniho rezidua (1.13). Mezi metodou GMRES a FOM existuje velmi uzky vztah, ktery
popiseme v oddile 1.3.3.

Algoritmy metod pouzivajici Lanczosovu bazi (LM a QMR) maji tu vyhodu, ze k vy-
pocteni dalsiho bazového vektoru neni nutné uchovavat vsechny predchozi bazové vek-
tory v paméti pocitace, hovorime o metodach s kratkymi rekurencemi. Algoritmy metod
LM a QMR jsou paméfové nendro¢né a laciné ve smyslu poc¢tu operaci na jednu ite-
raci. U téchto metod nelze obecné hovorit o optimalité pocéitanych aproximaci v néjakém
smyslu. Pfesto jsou ¢asto konvergencni reziduové kiivky metod pouzivajicich Lanczosovu
bézi velmi blizké optimalni k¥ivce GMRES. Mezi zékladni nevyhody algoritmt realizujicich
metody LM a QMR pati#i moZné numerickd nestabilita. Podily, z nichZ se pocitaji koefi-
cienty linearnich kombinaci vektorti jsou casto velmi velké a ztrata informace zptisobena
zaokrouhlovacimi chybami mize zptsobit znehodnoceni vypoctu algoritmu.

1.2 Baze Krylovovych prostoru

Motorem kazdé krylovovské metody je algoritmus (pouzivajici klasické projektivni po-
stupy), jez vytvari bazi Krylovova prostoru a predem tim vétsinou urcuje, zda se bude
jednat o metodu s dlouhymi ¢i kratkymi rekurencemi. Vzniklou bazi poté mizeme vyuzit
ke konstrukci aproximace ¢i rezidua pozadovanych vlastnosti.

O vektorech baze mé smysl hovorit do té doby, dokud rostou dimenze Krylovovych
podprostort. Maximalni dimenzi, jez mohou postupné rostouci Krylovovy prostory gene-
rované matici A a vektorem 79 dosdhnout, budeme nazyvat stupném ro vzhledem k A [30]
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a znacit ji symbolem (A, rg). Plati vztah
V(A1) = min{k; dimCx(A,r) = dim KCsy1(A, 70)}.

Pro libovolny vektor ro je velikost ¥(A,rg) zFejmé omezena stupném minimalniho po-
lynomu. Z trochu jiného pohledu mizeme ¢islo ¥(A,ry) chapat jako dimenzi nejmen-
stho Krylovova podprostoru K (A, rg) invariantniho vzhledem k nasobeni matici A (z €
Ki(A,rg) = Az € Ki(A,rg)). Piikladem invariantnich prostori mohou byt prostory
tvorené z vlastnich vektort prislusnych k realnému vlastnimu c¢islu resp. redlnych a ima-
ginarnich slozek vlastnich vektort pfislusnych ke komplexnimu vlastnimu c¢islu ¢i z fetézt
zobecnénych vlastnich vektori, pripadné jejich readlnych a imaginarnich ¢asti.

Béazi Krylovova prostoru spliiujici podminku (1.9) je nutné pocitat vhodnym zpuso-
bem, naptiklad tak, ze novy bazovy vektor viy1 vypocéteme jako linearni kombinaci pied-
chozich bazovych vektori a posledniho bazového vektoru na ktery aplikujeme matici A.
Uvedeny postup lze popsat nasledujici rekurenci

k
1
(1.14) Vk+1 = <A’Uk — Z hikvi>,
=1

Py 1k

kde h;j jsou vhodné zvolené koeficienty a hpi1x 7# 0 lze pouzit pro urceni délky daného
bazového vektoru. Volba rekurence (1.14) neni o¢ividné omezujici. Spliuji-li totiz vektory
V1, ...,V podminku (1.9), je mozno rekurenci (1.14) vyjadrit libovolny vektor z prostoru
Kr11(A, o). Navic plati, Ze vektory vy, . . ., v, vgp11 splituji opét podminku (1.9) s indexem
o jednicku vyssim, je-li k < ¥(A,rg). Rekurence (1.14) dava do zna¢né miry univerzalni
navod na poc¢itani linedrné nezavislych bazovych vektort spliiujicich podminku (1.9).
Ozna¢me V), € R™*F matici, jejiz sloupce postupné tvoii vektory vi, ..., v,

Vi = (v1,...,08).

Zpusob konstrukce baze poté mtzeme vzhledem k (1.14) vyjadfit maticovou rovnosti

(1.15) AV =V Hy,
kde H, € RFTD*F je matice ve tvaru
hit hi2 hiz ... hiy
ha1 hoo hog ...  hy
0 hsy hss ... hsp
Ek pr— . . . .
0 .. 0 0 hyiwn

Z (1.14) je patrné, ze matice H; vznikla z matice H;_; pfidanim posledniho sloupce.
Pro dalsi pouziti ozna¢me Hj, € R¥*¥ horni Hessenbergovu matici, jez vznikne z H
vynechanim posledniho fadku. Rovnost (1.15) potom muZeme psat ve tvaru

(1.16) AV, =V, H, + hk+1kvk+1e{,

kde e, € R* oznacuje k-ty sloupec matice identity, e, = (0,...,0,1)T. Vztah (1.16)
vyjadiuje zavislost mezi bazovymi vektory. Pokud bude mit matice H; zaplnény horni
trojuhelnik nenulovymi prvky, nebude zfejmé mozné sestrojit dalsi bazovy vektor bez
pomoci obecné vsech predchozich bazovych vektoru. Jestlize se nam vSak podafi docilit
toho, aby byla matice Hy napfiklad tfidiagonalni, bude mozné vypocist dalsi bazovy vek-
tor pouze ze znalosti pfedchozich dvou vektort baze. V nasledujicich odstavcich odvodime
z rekurence (1.14) znamé algoritmy pocitajici Arnoldiho a Lanczosovu bazi.
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1.2.1 Arnoldiho baze

Pro kazdé k < 9(A,ro) existuje posloupnost vzajemné ortogonélnich vektora vy, ..., vy
s euklidovskou normou rovnou jedné takova, ze plati (A, rg) = span(vy,...,vg). Orto-
norméalni bazi Krylovova prostoru budeme oznacovat jako Arnoldiho bdzi a proces kon-
strukce Arnoldiho béaze jako Arnoldiho proces.

Predpokladejme, ze vektory vy, ..., v; tvoii ortonormalni bazi Krylovova podprostoru
Kr(A,rg). Nésledujici bazovy vektor vy lze pocitat rekurenci

k
(1.17) t=Av— > (i, Avi)vi,  hrerr = 6], vkgr = Byt

i=1
Rekurence (1.17) je zfejmé rekurence (1.14) s volbou koeficientt h;, = (v;, Avg) a ko-
eficient hyryq1 je urcen tak, aby platilo ||vgy1|| = 1. Algoritmus, ktery poéita vektory
ortonormalni baze Krylovova prostoru podle (1.17) budeme nazyvat klasicky Arnoldiho
algoritmus. Jde vlastné o klasicky Gram-Schmidtiav algoritmus upraveny pro pocitani
ortonormalni baze Krylovova prostoru.

Matematicky ekvivalentni formou klasického Arnoldiho algoritmu je modifikovany Ar-

noldiho algoritmus 1.1, ktery je vhodnéjsi pii pocitani v aritmetice s koneénou piesnosti.

ALGORITMUS 1.1. Modifikovany Arnoldiho algoritmus

input xp, A, b forj=1,... k-1
initialization
t = Av;
ro = b— Az fori=1,....j
v = 7ro/|rol|
hij = 'UiTt
t = t— hij’l)i
end for
hj+1; = [It]]
vjs1 = t/hji;
end for

Myslenka klasického i modifikovaného Arnoldiho algoritmu spocivd v tom, Ze se od
vektoru Av; € Kj11(A,rg) odecita jeho projekce do prostoru KCj(A,rg) a tim ziskame
vektor lezici v Kj11(A,r9) kolmy na KCj(A,rg), tedy i na vSechny vektory wvi,...,v;.
Normovanim tohoto vektoru dostavame vektor v;;1. Jak je patrno, rozdil mezi obéma
algoritmy je pouze ve zptisobu vypoctu koeficient h;;. V piipadé klasického Arnoldiho
algoritmu odecitdme od vektoru Awv; postupné jeho projekce do prostorti generovanych
jednotlivymi vektory v;. V modifikovaném potom odecitdme od vektoru Aw; projekce
nikoliv pfimo tohoto vektoru, ale postupné pocitanych vektori t.

Arnoldiho algoritmus zfejmé urcuje ortonorméalni vektory a k jeho ukonceni dochézi
tehdy, je-li hjy1; = 0. Pokud vsak je hj;1; = 0, potom z rekurence (1.14) plyne

J
A’Uj: E hijvi,
=1



1.2. BAZE KRYLOVOVYCH PROSTORU 15

vektor Av; ziejmé lezi v prostoru K;(A,rg), plati
KCi(A, 1) = span{vy,...,v;} = span{vi,...,vj, Av;} = Kj11(A, ro)

a tudiz je 7 = ¥(A, ro).

Ke konstrukei Aroldiho béze je mozné pouzit i jinych postupti nez rekurence (1.14),
jak ukéazal Walker ve své praci [65]. Volime-li vektor v; jako normovany vektor rg, je
novy bazovy vektor vg;1 dén (k + 1)-nim sloupcem matice fadu n x n, ktera je soufinem
elementarnich Hauseholderovych matic, podrobnéji, elementarni Hauseholderovu matici
Pj11 (k> 0) volime tak, ze

R
Pk+1Pk .. .Pl(vl,AVk) = < ]8+1> 5

kde Ry1 je horni trojuhelnikova (k + 1) x (k + 1) matice a odtud

I
(1.18) (1)1, AVk) = Vk+1Rk+1, Vk+1 = Pk+1Pk c. P1 ( k8_1> y

I € R+ x (k+1) je matice identity a sloupce V1 tvofi ortonorméalni bazi prostoru
Ki+1(A,70). Poznamenejme, Ze vzhledem k (1.15) a (1.18) plati Ry41 = (e, Hy) .

1.2.2 Lanczosova baze

V tomto odstavci se budeme zabyvat odvozenim algoritmi, podle nichz lze vypocist vek-
tory Lanczosovy baze uréené pro k > 1 podminkou

(119) Vi+1 € ICk:Jr]_(A,TO) - ICk(A, T0)7 Vk+1 1 Ick(AT7770)7 Hkar:LH =1.

Vektor 7y je pomocny nenulovy vektor takovy, Ze ﬁro # 0 a byva nazyvan levym star-
tovacim vektorem nebo téz stinovym vektorem [30]. Jeho zkoumani se budeme vénovat
v kapitole 2.

Pii odvozovani algoritmu vyjdeme opét z rekurence (1.14) a budeme se snazit urcit
koeficienty h;i tak, aby vysledny vektor vypoéteny rekurenci (1.14) spliioval podminku
(1.19). Protoze hledame vektor vii; kolmy ke Krylovovu podprostoru Kj(AT,7), je
ziejmé vhodné urcit bazi tohoto podprostoru, vektory wi, ..., wg. Definujme tyto vektory
podminkou analogickou k (1.19), t.j.

(1.20) Wj41 S ’Cj+1(AT,7A;O) — ICj(AT,’?()), Wj41 1 ICj(A,T‘o), 1 S] <k

a normujme je napriklad tak, ze plati

(1.21) wiv;=1, 1<j<k
Mezi bazovymi vektory wi,...,wg a vy, ..., v ziejmé plati vztah
(1.22) w;-fvj = (51'3',

kde d;; je Kronekerovo delta. Posloupnosti vektort {v; }le a {w; };?:1 splnujici podminku
(1.22) nazveme biortogondlni.
Béazové vektory w; budeme pocitat podle rekurence analogické k (1.14)

k
1
(1.23) Wi4+1 = (Aka — Zgikwi>

k+1k =1
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a vhodnou volbou koeficienttt g;; a gr11x se budeme snazit o splnéni podminek (1.20) a
(1.21). Uvazujeme-li vektor vy1 ve tvaru (1.14), lze rovnice wl vy = 0, 1 <1 < k, psat
s vyuzitim biortogonalnich podminek (1.22) ve tvaru

(1.24) 0= wiTAvk — hig wiTvi

a podobné, uvazujeme-li w1 ve tvaru (1.23), lze zapsat rovnice wgﬂvi = 0 jako

(1.25) 0 = w} Av; — gi wl v

Uvédomme si, ze pro i < k — 2 plati w! Avy =0 a z (1.21), (1.24) a (1.25) potom plyne

Dosadime-li do (1.24) a (1.25) za index 7 postupné k — 1 a k, dostavame s vyuzitim (1.21)

(1.27) he-tk = wi_Avg,

(1.28) gk—1k = ’u)]z;A’Uk_l

a

(1.29) hkk = ngUk = Gkk-

Koeficient hyy1x je uréen podminkou [lvp11| = 1. Dosadime-li do rovnice v}, wy41 = 1

vektor wyy1 ve tvaru (1.23) a vyuzijeme-li biortogonalnich podminek, dostavame

(1.30) 1k = Wi AVt

a vektor wyy1 1ze zfejmé vypodist jen tehdy, je-li gri1x # 0. Podobné, dosazenim vektoru
vg+1 ve tvaru (1.14) do rovnice Ug+1QU]§+1 = 1 ziskdme vyjadreni koeficientu hyy1x

(1.31) Rhi1k = Wiy Avg.

V souladu s klasickym oznacenim definujme koeficienty ag, Gr_1, B,H Yk, Vi nésle-
dujicim zptisobem

(1.32) ay = hig, Br—1 = hi—1k, Ve = Pt 1ks

(1.33) Be-1 = Gr_1k» Vi = Ght1k-

Ze vztahi (1.27)—(1.31) plyne

(1.34) Y = B, Yie = -

Na zakladé rekurenci (1.14) a (1.23), uréeni koeficienttt podle (1.26)—(1.31), oznaceni
(1.32)—(1.33) a vztaht (1.34) lze formulovat algoritmus 1.2 pro po¢itani Lanczosovy baze,
ktery nazyvame Nesymetricky Lanczosiv algoritmus (NL).

K ukonceni algoritmu 1.2 dochézi tehdy, jestlize plati

(1.35) Y =0 nebo Br = 0.

Podle pficin, které vedou ke splnéni (1.35) rozliSujeme dva zpusoby ukonceni nesymetric-
kého Lanczosova algoritmu viz. [23].
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ALGORITMUS 1.2. Nesymetricky Lanczosiv algoritmus (NL)
input A, rq, 79 for k=1, ...
initialization T
o = wi, Avg
v = O t = Avp — opvp — Bp-1vk—1
wy = O Ve = [t]]
Bo=0 Ukt1 = b/
7% =0 t = ATwy — apwr — Mo1wi—1
T
vr = ro/|lroll Br = Vit
wy = To/Tgu1 wpy1 = /B
end for
1. Nastane-li situace
0 = Avg — o — Br-1Vk-1
nebo
o = Alwy, — awy, — Yp—1wp—1,
jsou vektory ve vysSe popsanych rekurencich linearné zavislé a pravy nebo levy Kry-
loviiv podprostor dosdhl své maximélni dimenze, plati k¥ = 9(A,rp) nebo k =
Y(AT 7g). Tento zpiisob ukonéeni nazyvime ,obvyklé ukonceni“ (regular termi-
nation) [23].
2. Je-li smér netriviadlniho vektoru

T
A% wy — opwy — Yp—1Wr—1

kolmy na vektor vgy1, dochdzi k Lanczosovu ukonceni (Lanczos breakdown) a neni
mozné vypocist vektor wgq. Tomuto typu ukonceni se mizeme vyhnout pomoci
algoritmt pouzivajicich look-ahead strategie, o jejichz rozvoj a algoritmizaci se za-
slouzili napt. R. W. Freund, M. H. Gutknecht a N. M. Nachtigal [13] nebo autofi
préace [6]. Zakladni myslenkou look-ahead postupi je konstruovat pouze takové vek-
tory vg a wg, jejichz vypocet je stabilni. Kromé vektort, pri jejichz vypoctu by doslo
k Lanczosovu ukonceni se ,preskakuji“ naptiklad i vektory, pti jejichz vypoctu by
doslo k numerickym nestabilitdm a v algoritmu by se objevila prilis velka ¢isla zpu-
sobujici znehodnoceni vypoctu (near breakdown). Algoritmy pouzivajici look-ahead
postupy samoziejmeé vyzaduji navic pomocné vektory, jejichz pocet je pfimo imérny
délce povoleného skoku.

Obecné lze ziejmé pocitat bazové vektory vy a wy na zakladé (1.14), (1.23)—(1.26) a

(1.32)

(1.36)
(1.37)

—(1.34) podle rekurenci

1
V1 = v (A v — agvg — Br1vp-1),

~_1 ~
wier = A, (ATwy, — agwy — Br_1wi—1).
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Nenulové koeficienty v, a 7 urcuji délku pocitanych vektort a koeficienty ayg, Ok, ﬁk
vypocteme na zakladé (1.24) a (1.25),

w%Avk wg_lAvk ~ ngvk_l
(1.38) ag=—"7— Bp1=—7F— Bk1=-—7T—
Wy, U, Wy Vk—1 Wy Vk—1

Rekurence (1.36) a (1.37) lze zapsat v maticové podobé (1.16), plati

(1.39) AVy = VT + yvksier
(1.40) ATW, = W, T+ Jpwpsrer
kde sloupce matice Vy jsou tvofeny postupné vektory vi,..., vk, sloupce Wy vektory
wy, ..., wy a tfi-diagonalni matice T a Ty maji tvar

ar 1 0 ... 0 o1 Bl 0o ... 0

oay P e 1oas B :
(1.41) To=|0 v a3 - 0 , T.=| 0 Yo ag .0

Do T B P A T B

0 ... 0 . o 0 ... 0 . a

Aplikujeme-li na maticovou rovnost (1.39) zleva matici WE a podobné, nasobime-li trans-
ponovanou maticovou rovnost (1.40) matici Vy, zprava, obdrzime maticové rovnosti

(1.42) WLAV, = WIV,Ty +v%W/lugiel = DTy,
(1.43) WIAV, = TIW!V, + 3wl Vi = TED.
kde Dy,
D), = W1V,
je diagonéln{ matice fadu k, Dy, = diag(d1,...,d0x), 6 = wlv;, i = 1,...,k. V rovnostech

(1.42) a (1.43) jsme pouzili biortogonality vektori. Z (1.42) a (1.43) plyne
D, T), = T} Dy.
Srovnani pod- a nad-diagonalnich prvka vede k rovnostem
8iBi = 0iv1Fi,  Oiv1vi = 0il3;.
Vynésobime-li prvni rovnost 7;, druhou 7; a srovname-li stejné vyrazy, je
(1.44) %ilBs = Bii.

Nenulové koeficienty v; a 7; je zfejmé mozné volit libovolnym zpiisobem. Rovnosti
(1.44) potom muzeme pouzit k uréeni koeficientti 3; a f3;. Napfiklad v NL algoritmu 1.2
jsme pouzili volby ~; = @, i = Bi, viz. (1.34). V piipadé NL algoritmu 1.2 plati mezi
maticemi rfk a T} vztah

(1.45) T, =T},
Jin4, ¢asto pouzivana volba je

(1.46) i =i
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a z (1.44) potom plyne (3; = Bi, pricemz nenulovy parametr v; mtzeme volit libovolnym
zpusobem. Uvazujeme-li volbu (1.46), plati

T, = Ty

Pouzijme nyni volby (1.46) a maticové formy (1.39) rekurence (1.36) k odvozeni dru-
hého algoritmu, jez rovnéz pocitd Lanczosovu béazi Krylovova prostoru. Predpokladejme,
ze existuje LU-rozklad matice Ty,

(1.47) T) = L, Uy,

ktery lze rozepsanim matic Ty, Li a Ui po prvcich vyjadrit ve tvaru

ar B 01 1 4

71 P2
(1.48) L = L

Br—1 o b
Yi—1 Qg Yk—1 Pk 1

Za pomoci (1.47) lze psat vztahy (1.39) a (1.40) (uvazujeme volbu (1.46)) ve tvaru

(1.49) AV, = VLU + vvpprer,
(1.50) ATWk = W,L,U; —l—’kak_HeZ.

Definujme matice P} a P}’ vztahy
(1.51) P} =V, U}, V=W, U

Pienasobime-li maticové rovnosti (1.49) a (1.50) zprava matici U} ', uzijeme-li definice

(1.51) a skutecnosti, Ze plati er;l = el (na diagonale U,;l jsou jednicky), dostavame

(1.52) AP; = V,Lj+%upiiet,
(1.53) ATP]VCV = W, L, + %wkﬂef.
Zbyva pouze ,,precist* algoritmus zapsany v maticovych rekurencich (1.51)—(1.53). Oznac-

me sloupce matice P} jako py, ..., p; asloupce matice P} jako pl",...,p}". Z (1.51) plyne
V, =P;/U;, Wi, =P} U a pro i < k plati

(1.54) Vel = piy1 + iy
(1.55) Wiyl = piyg TP

Z (1.52) a (1.53) dostavame

(1.56) Ap! = wivi +vivig,

(1.57) ATpl" = piwi+ i wit

Drive nez odvodime zptsob jak vypocitat koeficienty ; a v;, uvédomme si, jaky vztah
plati mezi sloupci matic P} a P}”. Ze vztahu V, = P/ Uy, je zfejmé, Ze vektory pY,...,pJ
tvofi bazi prostoru Kx(A,rp); proto plati ngPZ = 0 a podobné (P})"vy41 = 0 pro
i < k. Nasobime-li maticovou rovnost (1.52) matici (P}’)" zleva a transpozici rovnosti
(1.53) matici P} zprava, dostavame

(1.58) (PY)TAP] = (PY)"ViLy,

(1.59) PHTAP) = LIwWlP}.
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Protoze plati (p]")Tv; = 0 pro i < j, je matice (P}")TV dolni trojthelnikové a matice
(PY)TViLy, je rovnéz dolni trojiuhelnikova. Podobné lze ukézat, Ze matice LT WIPY je
horni trojihelnikova. Jelikoz si jsou matice (P})T'V;Ly a LY WIPY podle (1.58) a (1.59)
rovny, je matice (P))T AP} diagonalni a ziejmé tedy plati

(1.60) ()T ApY =0, i+#j.

Rikame, ze vektory {p} }¥_, a {p! }£_, jsou bi-sdruZené & bikonjugované. Tvary koeficienti
©i a ; nyni jiz lehce odvodime z rekurenci (1.54)—(1.57) s vyuzitim biortogonalnich a
bikonjugovanych vztah mezi vektory.

Uvédomme si nejdfive, ze podle (1.55) je

wlApY = (") Apy + i1 (p)V )T Apy = (p)T ApY,

pficemz v posledni rovnosti jsme pouzili (1.60). Piendsobime-li (1.56) vektorem w}, do-
stavame

(L61) _wiApl _ ()" Ap!
’ i 'LUT'U‘ N wT '
1 7

Vg

V odvozeni tvaru koeficientu 1; pouzijeme dva dalsi vztahy plynouci z rekurenci (1.54)—
(1.57) a vztaht (1.22) a (1.60). Z rekurence (1.54) s indexem o jedni¢ku niz§im plyne, ze
plati

(1.62) wivi = wip} + i p}_y = wip}.

Dale, vyjadiime-li si z rekurence (1.57) vektor w; a dosadime-li ho do skalarnim souc¢inu
w!'pY ,, dostavdme

_ Y
(1.63) wz‘Tp;/-s-l = ¥; I(ATPXV - ’Yiwi+1)pr+1 = *j w,ilj‘,-lviJrl'
1

Piendsobime-li nyni vztah (1.54) vektorem w] a uzijeme-li (1.62) a (1.63), dostavame
_wiTpXJrl _ ﬂwz‘THUiH

T,V . T,,.
w; p; Yi  W; v;

(1.64) i =
Na zakladé vztaht (1.54)—(1.57) a tvaru koeficientti (1.61) a (1.64) formulujeme algorit-
mus 1.3. Koeficient 7, pfitom volime tak, aby platilo ||vgy1|| = 1. Protoze algoritmus
uziva k urceni vektorti Lanczosovy baze bikonjugovanych vektort, pojmenovali jsme ho
Lanczosiv algoritmus bikonjugovanych vektord (BiCV) [30]. K ukonéeni algoritmu dochézi
ve stejnych pripadech jako v pripadé algoritmu NL, t.j. bud pfestane rist dimenze jednoho
z Krylovovych podprostort (obvyklé ukonceni) a nebo je-li vy # o, w # 0 a wkTvk =0
(Lanczosovo ukonéeni). Navic vSak muZe nastat situace takova, ze neexistuje LU-rozklad
matice T (1.48) a algoritmus je nutné ukonéit, protoZe nelze dale pocitat vektory bikon-
jugované béaze. V algoritmu se tato situace projevi tim, Ze plati (p}' )T Apy =0, v =0 a
neni mozné vypocist koeficient ;. I pres tuto nevyhodu je BiCV vhodné;jsi pti pocitani
v koneéné aritmetice nez NL [31]. Poznamenejme jesté, ze z (1.48) plynou vztahy

(1.65) ar = Pk + Ye—1Vr-1,
(1.66) Br—1 = Ok—1Vk-1.
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ALGORITMUS 1.3. Lanczosiv algoritmus bikonjugovanych vektord (BiCV)

input A, rq, 79 for k=1, ...
initialization _ (pZV)TApX
0 = ol s
no= 710/ t = App — orvk
. e = e
T Vg1 = t/;k:
R t = A'pl — prwy
wgr1 =t/
Tk wnglvk'H
Yp=——7F—
Pk Wy Uk
Pry1 = Ukl — YDy
Piy1 = Wkl — YDy
end for

1.3 Metody s minimalnimi a galerkinovskymi kvazi-rezidui

Z pfedchoziho odstavce vime, jak sestrojit Lanczosovu a Arnoldiho bazi Krylovova pro-
storu. Nyni stojime pfed situaci, kdy chceme Fesit soustavu (1.1) a hleddme k-tou apro-
ximaci FeSeni x, ve varieté xg + Ki(A,rg) ve tvaru

(1.67) T = 20 + Vizk,

kde V, € R™** je matice, jejiz sloupce postupné tvoii bazové vektory v1,. .., v spliujici
podminku (1.9) a z; € R* je vhodné zvoleny vektor. Reziduovy vektor r;, krylovovské
metody prislusny k aproximaci x; lze potom vyjadrit ve tvaru

(1.68) T = b— Al’k

b— A(zo+ szk)
= 19— AVyz

[rollvr — Vigp1 Hyz,

= Viri(llrollel™™ — Hyz) = Va1 ax,

kde el € RFFL Y = (1,0,...,0)T a vektor gx = ||role*™ — Hyzs, jez je soutadni-
covym vektorem rezidua rj, v bazi dané vektory vy, ..., vk41, je kvazi-reziduum uvazované
v (1.12). Definujeme-li vektor z;" podminkou

M _ . (k+1)
(1.69) z, = argmin(||[rolley™ " — Hyz]),
2€Rk
je minimalni kvazi-reziduum ¢;" urc¢eno vztahem
M __ (k+1) M
ar = lrolley™ — Hyz.
Pro aproximace ;' a rezidua r;" krylovovské metody s minimalnimi kvazi-rezidui plati

M M M M
f]}'k = X0 + szk s Tk = Vk+1 qk .
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Pokud pfi odvozovéni tvaru kvazi-rezidua (1.68) pouzijeme vztahu (1.16), dostavame

T, =— To— AVka
= |roljv1 — YkaZk: — M+ 1K VK116 2
(1.70) = Vi(|lrolle” — Hizr) — hiy1rvrrs (25)k

kde (z)r je posledni prvek vektoru zp. Reziduum 7y je zfejmé nasobkem posledniho
béazového vektoru vg,1 pokud plati

(1.71) HT‘()He(lk) = szk~
Definujeme-li vektor z;/ jako feSeni soustavy (1.71), je ziejmé vektor
ai = lIrolley”™” — Hyzf

galerkinovskym kvazi-reziduem. Aproximace zf/ a rezidua 7y krylovovské metody s galer-
kinovskymi kvazi-rezidui lze vyjadrit ve tvaru

G G G G
T :xO‘i‘Vka., Tk :Vk+]_ q -

V nasledujicich odstavcich se budeme zabyvat algoritmickymi postupy, pomoci nichz lze
efektivné vypocist vektory z;’, 2z, aproximace x;', xf a rezidua ', ri krylovovskych
metod s minimalnimi a galerkinovskymi kvazi-rezidui. Ukazeme, jaké vztahy plati mezi
vektory obou typt metod (pouzivajicich stejnou bézi).

1.3.1 Krylovovska metoda s minimalnimi kvazi-rezidui
Vénujme se otazce konstrukce vektoru z; € R*. Uvazujme QR-rozklad matice H,,
(1.72) H; = QrRy,

kde Q; € REFDX(+D) " QT'Qy, = Ij11 (Ix41 je matice identity fadu k+1) aR,, € RE+Dxk
je horni trojuhelnikova matice, kterda ma v poslednim radku samé nuly. ProtozZe plati

T T
Hrollef™ = Hyz || = 1Qr(Qi lIrollef™™ —Re2)ll = [1QxIrolley™™ — Ryz |

je ziejmeé
2 = arg min([|Q [Irollef ™ — Ryz [))-
z€R

Oznacime-li vektor QY [|ro[le{*"" symbolem u® € R¥+1, plati

(1.73) lu® = Rz [|* = [u® — Raz [I* + |mesa |,

kde vektor u® € R* vznikne z vektoru u® € R¥*! vynechanim posledniho prvku, matice
R;, € R*** vyznikne z matice R;, € R TDXE yynechanim posledniho fadku a 7,41 je
posledni prvek vektoru u™. Z (1.73) plyne, Ze vektor z;' realizujici minimum normy na
levé strané (1.73) je FeSenim soustavy

Rz =u®.

Povsimnéme si dale, ze

(1.74) 'l = [lu™ — Ryzp || = \/HU““) — Rz 12 + 1| = |t ]-
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Vénujme se realizaci QR-rozkladu matice H;. Definujme matice Givensovych rotaci
G;k) e REHDX(EHD) pro j=1,... k tak, e

o .
G = ' :

s? + c? =1 a matice G;-k) ...GYH, ma prvek na misté (j + 1, ) roven nule. Polozime-li
nyni Qg = G;Ck) e G(lk) potom plati Qgﬂk = R;, kde R;, € R*+1)*k je horni trojthel-
nikovéd matice s nulovym poslednim radkem a QiR; je QR-rozklad matice H,,.

Protoze v k-tém kroku vznikne matice H;, z H;,_; pfidanim sloupce (hig, ..., hxtik
pouziji se Givensovy rotace z (k — 1)-niho kroku i v k-tém kroku, pouze se zvétsi jejich
rad. Ziejmé plati

)T

)

T _ (k) (k)
Q) = GV.. .G

Gr-D g G¥¢ D o QT o
_ (k) k=1 1 — k) k=1
am - ap (G ) (S o) e (% )
Matici G;:) urcime tak, ze ci + si =1 a Ze nuluje prvek na misté (k + 1, k) matice
T
(1.76) < k—1 1) H,.
Matici (1.76) muzeme vyjadiit ve tvaru
hkl hkl
<Q£_1 ) H, - <Q£_1 > Hy , : _ [ Rt Qi
1)~ 1 Rk Pk,
hk:-i—lk 0 . 0 hk+1k
Oznacime-li
hi o
1.77) e I
Pk ¢

plyne z pozadavku nulovani prvku na misté (k + 1, k) matice (1.76), ze

£t Pkt1.k
(1.78) k= : a s = ’ .
(k 2 k 2
()% + hia (") + i yan

Pro matici R, potom zfejmé plati

k—1
Tkk

¢

I R ne! Ry_1
i me () ()] |
0
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kde prvek 7 na misté (k, k) matice Ry vypocteme jako
(1.80) Tk = crty) — sphpiik
() n Mt
k) k
\/(tge )2+ hi \/( te)? + R,

= ()2 + R

Matice Ry ma zfejmé na diagonale nenulové prvky. Podle (1.75) je potom

I, LD w®=D
(181) ﬂ(k) = Cr.  —Sk ( 0 ) = CkNk
Sk Ck SkMk
a indukci dostavame (za pouziti n1 = ||ro]|)
(1.82) Me+1 = SkMk = SkSk—1- - - 81|70]|-

Formule (1.77), (1.78), (1.79) a (1.81) ndm umoziuji poc¢itat matici Ry a vektor u®
pomoci hodnot dostupnych z predchozi iterace. Ze soustavy Ryz = u® lze poté vypodist
vektor 2" a vyjadrit k-té priblizeni x;’.

V nésledujicim lemmatu uvddime navod, jak lze vypocitat reziduum r;" na zakladé
znalosti rezidua 7}’ ; a posledniho vektoru béaze vj41. Lemma bude piedevsim dilezité
pro urceni vztahu mezi metodami s minimalnimi a galerkinovskymi kvazi-rezidui, které
pouzivaji stejnou bazi, a pfi prfipadném odvozovani algoritmi krylovovskych metod.
Lemma 1.1 Pro reziduum r}' krylovovske metody s minimalnim kvazi-reziduem plati

(1.83) Ty =Tl 18k + Uk 1Ck 41+

Dikaz. Vektor r)' mizeme vyjadfit ve tvaru

R _
Vi (HTOH@%H) - Hk2£{> = Vi1 (’Tof\e(lkﬂ) - Qr ( k) R, (k)>

u® u®
Vi (Il = @i (")) = Vi (@l - (7))
u® u® o
k+1Qk<<nk+1) ( 0 )) k+1Qk <77k+1>

Uvazujeme-li matici Qj, ve tvaru (1.75), plati

ry

(1.84)

(0]
y 1 o o
et = (Vi, Ugy1) <Qk ! 1) GT( >—77k+1(Vkala'Uk+l) sp | =
o Nk+ ch
o
(1.85) = SpMk+1 VeQr—1 <1> + M1 ChVk41-
Ze vztahu

o o
i = SkMk+1VEQr-1 (1> + Mer1CkVE+1 & TRy = ViQp_1 (%)

plyne (s vyuzitim (1.85) a (1.82)) vyjadieni

M Nk+1
Ty = Sk—— " TRy 4 N4 1CkVE+1 = SRTR 1 + Ukl Rl 1 O
k
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1.3.2 Krylovovska metoda s galerkinovskymi kvazi-rezidui

Ukolem tohoto odstavce je uréit vektor 2, jez je potfebny k vyjadieni aproximace xf}
a ukazat zpiisob, jak lze na zakladé znalosti posledniho bazového vektoru vii1 vypocist
reziduovy vektor ry.

Vektor zf je feSenim soustavy (1.71). ReSme tuto soustavu pomoci QR-rozkladu ma-
tice Hg. Pro obnovovani QR-rozkladd matic Hy mtzZzeme vyuzit poznatki z predchoziho
odstavce. Z (1.72), (1.75) a (1.76) plyne

Q-1 Tt
(186) Ek‘ = QkEk = < N 1> Cl Sk Ek
—Sk Ck

Neuvazujeme-li posledni fadky matic na pravé a levé strané (1.86), dostavame

(1.87) Hj, = Q1 (Ikl > Ry
Ch

a (1.87) je zfejmé QR-rozklad matice Hy. Dosadime-li matici Hy ve tvaru (1.87) do
soustavy (1.71), je ziejmé vektor z;/ FeSenim soustavy

I._
(188) Ree = (B )@l
k

Pouzijeme-li znadeni z (1.73), t.j. u®*V = QF_,|Iro|le}", 1ze vektor pravé strany soustavy

(1.88) psat ve tvaru

<Ik1 1) LD (Ikl 1) (u(kl)) _ (u(k1i>
¢ ) Ch Mk MkCy,

G i w2
a z; je FeSenim soustavy

(k—1)
(1.89) Rz = (“ _1>.

Nasledujici lemma vypovida o tom, jak vypocist reziduum r{/ na zékladé znalosti
posledniho bazového vektoru a hodnot z QR. rozkladu matice Hy.

Lemma 1.2 Pro reziduum ry krylovovské metody s galerkinovskymi kvazi-rezidui plati

(1.90) PG = ppyq AL
ck
Dukaz. Podle (1.70) je 77 = —vpy1het1k(2f )k, kde (2 )x je posledni prvek vektoru zj.

Zbyva vyjadiit prvek (z;)g. Posledni prvek zp je zfejmé dle (1.88) roven n/(riick),
pfi¢emz rii je prvek na misté (k, k) matice Ry, ktery vzhledem k rovnosti (1.86) spliuje
rovnici Agq1r = —Skrik. Plati

SkNk Mke+1

= Uk4+1 = Uk41 . o
TkkCk Ck Ck

G
Ty = —Vgpt1hryin
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1.3.3 Vztahy mezi metodami

Pouziti QR-rozkladu matice H, a Hj k FeSeni problému (1.69) a (1.71) ndm umozni
odkryt souvislost mezi krylovovskymi metodami s minimalnimi a galerkinovskymi kvazi-
rezidui.

Lemma 1.3 Mezi vektory urcenymi krylovovskymi metodami s minimalnimi o galerki-
novskymi kvazi-rezidui, jeZ pouZivaji stejnou bdzi, plati vztahy

(1.91) ri = skl + ok i = sl + ciaf,
M Gl 2 2 G M 21 L2 2,.G

(1.92) G = "y ) Skt ik e = |y ) skt cezi
Hodnotu |ni11| je mozné pocitat rekurentné ze vzorce

1 1 1
(1.93) 5 T 2T iae

Me+1 M. Hrk H

Navic plati

gzl =y
(1.94) Il = : Il = ]

L e
llap” 112
Dukaz. Dosadime-li do (1.83) za vektor vj1 podle (1.90) vektor ¢y /17 a vyuzijeme-li
vztahu mezi reziduem a aproximaci, dostavame vztahy (1.91).

Protoze plati s7 + ¢ = 1 a ng41 = sp1y je podle (1.90)

(1.95) L _sitqg_ 1, g 1. 1
M sp o mp o i me o IRl

1

Plati tedy vztah (1.93). Uvédomime-li si, Ze |ny41| = ||qp
ze vztahu (1.93) prvni ¢éast (1.94). Druha plyne z (1.90).
Ze vztahii (1.91), (1.67), z definice kvazi-rezidua a vztahu c; + s2 = 1 plyne

||, dostavame vyjadienim ||r¢||

M
M 2 M 2 G 2 Rl— 2 el
szk = Skkalzkfl + CkaZk = Ska < ko 1> + CkaZk,

M
Vk+]_qufw = S%qugil + Cin_t,_lql? = S%Vk-+1 (qko_l> + C%Vk+]_q’§.

Z préavé uvedenych vztahti a z linedrni nezavislosti vektort v; jiz plyne (1.92). O

1.4 Algoritmy krylovovskych metod

7 ptredchozich dvou sekci mame jiz dostatek prostfedkd na formulovani algoritmt uvazo-
vanych krylovovskych metod GMRES, FOM, LM a QMR. Je zfejmé, Ze jednotlivé metody
mohou byt reprezentovany rliznym zptisobem v zavislosti na volbé algoritmi realizujici
jednotlivé faze vypoctu. V nasledujicich odstavcich provedeme odvozeni nékterych algo-
ritmi uvazovanych krylovovskych metod.
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ALGORITMUS 1.4. GMRES

input xg, A, b for k=1, ... compute z;’
initialization ry = 2o+ Vi
w = Awvg
ro = b—Axg 5:h1k:7){w
m = |[roll w = w-—hyu
vio= To/m fori=2, ..., k
hip = fuZ-Tw
w = w— hjp;

Tic1k = Ci—10 — Si—1hgy,
0 =8i-10 + ci—1hi

end for
hig1r = |lwl|

Vi1 = w/hpyx
rie = (6% + hi+1k)1/2
Ck = 0/Tkk
Sk = —hpt1k/Tkk
Ug = CRMk
Nk+1 = SkMNk

end for

1.4.1 Algoritmus GMRES

Pro nasi implementaci metody GMRES budeme volit za algoritmus pocitajici Arnoldiho
béazi modifikovany Arnoldiho algoritmus 1.1 a pro konstrukci vektoru z;" definovaného
v (1.69) pouzijeme techniku QR-rozkladu z predchozi sekce.

Pro normu rezidua r;" metody GMRES plati

(1.96) Il = g VT Vierg =l

a informaci o velikosti normy rezidua jsme ziejmé podle (1.74) schopni zjistit z |1g41]-
Abychom mohli vypocitat vektor 2" a tedy i )/, je nutné v kazdém kroku znat matici
R, a vektor u®. Popisme postup poé&itani této matice a vektoru v k-tém kroku.
Predpokladejme, Zze mame k dispozici matici Ry_1, vektor u*~Y, matici V}, a hodnoty
S1y+++s8k_1, C1,---,Ck_1. Pomoci modifikovaného Arnoldiho algoritmu vypocteme vektor
Vk+1, jez ndm spolecné s matici Vi definuje matici V1. Zaroven ziskdme z algoritmu
posledni sloupec matice H;, dany koeficienty hgi, ..., hrt+1x. K vypocteni hodnot ci a si
potiebujeme znat kromé hodnoty hyy1x jeSté posledni prvek vektoru t*. Tento prvek
podle (1.77) vypoéteme vynasobenim vektoru koeficientt hyi, ..., hgr prislusnymi Gi-
vensovymi rotacemi definovanymi hodnotami si,...,st_1, C1,...,Ck_1. Nyni ndm jiz nic
nebrani ve vypoc¢teni hodnot ¢ a s podle (1.78). Dale dle (1.79), (1.80) a (1.81) vypo¢-
teme matici Ry, vektor u™ a ¢islo nx 1, jehoz absolutni hodnota udéva normu pfislusného
rezidua, na jejimz zakladé se muzeme rozhodnout, zda ze soustavy s horni trojihelniko-

vou matici vypocist vektor 2z a pouzit ho k vyjadieni x; nebo zda pokracovat v dalsim
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kroku GMRES. Poznamenejme jesté, ze vektor t*) 1ze pocitat jiz pfi béhu modifikovaného
Arnoldiho algoritmu 1.1. K samotnému algoritmu pouze dodejme, ze symbolem r;; zna-
¢ime prvky horni trojihelnikové matice Ry. V nasledujicim kroku vzdy pouze dopocteme
dalsi sloupec této matice. Pomocné ¢islo § je potfebné pri nasobeni Givensovych rotaci
poslednim sloupcem matice H;, a symbol wuj znaci vzdy k-ty prvek vektoru pravé strany
u™. Ten se pti dalsi iteraci zmeéni ve vektor u*™V pfiddnim posledni slozky podle (1.81).

1.4.2 Algoritmus FOM

Volme opét za algoritmus pocitajici Arnoldiho bazi modifikovany Arnoldiho algoritmus 1.1
a pocitejme vektor zy' uzitim QR-rozkladu matice Hy, z (1.89). Algoritmus metody FOM
neuvadime, protoze je v tomto pripadé shodny s algoritmem GMRES 1.4 az na vysledné
vypocteni aproximace feseni zf podle (1.89) a (1.67). Informaci o velikosti normy rezidua
ry lze vycist z (1.94).

Reziduum 7 metody FOM je dano prinikem piimky urcené vektorem Arnoldiho
baze viy1 s varietou ro + AKk(A, ). MiiZe nastat situace, kdy tento prinik neexistuje a
potom nelze reziduum pozadovanych vlastnosti sestrojit. V algoritmu FOM se projevi tato
situace tak, ze plati ¢ = 0 a matice Hj, je singularni. Lze vsak pokracovat v konstrukci
ortonormalni baze prostoru a pocitat pouze takovéa rezidua a aproximace, jejichz existence
je zarucena.

Poznamenejme, ze podle (1.94) a (1.96) plati zfejmé mezi normami rezidui metody
GMRES a FOM vztah

M

i

(1.97) Il = ——iEl__
e

ey 11

Klesa-li norma rezidua GMRES rychle, plyne ze vztahu (1.97)

Il = i

a norma rezidua GMRES je blizkd normé rezidua FOM. Stagnuje-li konvergence GMRES,
t.j. pozorujeme-li na konvergenéni kfivce plosinu, lze podle (1.97) ocekavat nartst normy
rezidua metody FOM. V praxi je ploSina na reziduové kiivce GMRES svazana s pfevysSenim
(peak) u metody FOM.

1.4.3 Algoritmus QMR

V tomto odstavci odvodime jeden z moznych algoritmt metody QMR [14]. VyuZijeme
pritom algoritmu 1.2 (NL), kterym budeme pocitat vektory Lanczosovy baze. Soustavu
v (1.69) budeme poté fesit uzitim QR-rozkladu. Protoze by klasicky postup po¢itani apro-
ximace x;’ podle (1.67) vyzadoval uchovavani Lanczosovych vektorti v paméti pocitace,
je nutna modifikace, vyuzivajici struktury matice Ry.

Nechf jsou tedy sloupce matice V}, tvofeny Lanczosovymi vektory, Tj € R¥** necht
je tfidiagonélni matice spliiujici (1.40) (matici Hy, jsme v piipadé NL pouze oznacili T}).
Uvazujme QR-rozklad matice T}, podle (1.87). Je zfejmé, ze Ry, jez vznikla aplikaci matic
Givensovych rotaci na Ty, je regularni, horni trojihelnikova matice, ktera ma nenulovou
pouze diagonalu a dvé horni naddiagonaly. Definujme matici

(1.98) M; = V,R; "

Sloupce my, ..., my matice My, tvoii podle (1.98) bazi prostoru i (A, ro) a lze je poéitat
na zakladé (1.98) podle vztahi

-1
myp = TV,
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my = 7’2_21(1)2—7“127711),

(1.99) my = T (Uk — Th—1kMEk—1 — Th—2kMk—2)

pro k > 2. Odeétenim z}" | = o + My_1u* " od 2}/ = zo + Mpu® a vyuzitim vztahu
mezi v~ a u® (1.81) dostdvame

u(kil)

(1.100) ' =il + Mg (
CrNk

) — My_qu* Y =2}l + cpmpmy.

Zbyva odvodit rekurentni vztahy pro pocitani prvkt matice Ry, nezbytnych k vypocteni
vektortt my, a déle vztahy pro hodnoty si, ci a mg. Uvazime-li oznaceni (1.32)—(1.33),
déle vztahy (1.78)—(1.82) a definujeme-li 79 = 0, plati 1 = ||7o|| a vztahy maji tvar

k=1 k=2 k> 2
r1 o= (@i +)Y2 re = af - siag, Th—2k = —Sk—20k—1,
c1 ai/rii, d 5161 + cra, d Ck—20k—1,
51 —71/711, 722 (0% + )2, Tk—1k Ck—10 — Sp_10u;,
72 171, co /792, 6 8k—10 + cp_10p,
2 —2/722, Tkk (0% + )2,
3 s2m2, Ch 0 /Tkks
Sk —Vi/ Tk
Nk+1 SkNk-

Dodejme, ze k poéitani reziduového vektoru uzijeme vztah (1.83). Nyni je jiz mozné zfor-
mulovat algoritmus 1.5 (QMR). Podobné by sel formulovat algoritmus metody QMR za-
loZzeny na algoritmu 1.3 (BiCV). V tomto piipadé bychom vyuzili vztaht (1.65), (1.66)
mezi koeficienty ag, Ox_1 a ¢, ¥r_1 a hodnoty sg, ¢ a 1 bychom pocitali pfimo z ko-
eficientit ¢, ¥r_1. Rezidua a aproximace metody QMR je téZz mozno vypodist za pouziti
vztahtt (1.91) a algoritmu vytvarejiciho vektory xf a 7. V tomto pfipadé potfebujeme
znat k vypocteni x}' a r) jesté Cisla ¢, a si. Hodnoty ci a s vSak lze lehce vyjadfit
pomoci (1.93) a druhého vztahu v (1.94).

1.4.4 Algoritmus LM (BiCG)

Rezidua a aproximace Lanczosovy metody pro feseni systému lineadrnich rovnic jsou dany
podminkou (1.8) a k uréeni rezidua r{ lze vyuzit vhodného nasobku vektoru vjy; Lan-
czosovy béaze. Rekurenci pro pocitani aproximace xj potom odvodime z rekurence pro
reziduovy vektor a vztahu ri = b — Axf.

Uvazujme algoritmus 1.3 (BiCV). V algoritmu 1.3 jsme volili koeficient ~y; tak, aby
byla norma vektoru vgy; rovna jedné. Pokud vsak volime
(1.101) Y0 =1, Ve = —pk
pro k > 0, potom lze indukci ukazat, Ze plati vg11 € 79 + AKK(A,79) a Vg1 je nutné
reziduovy vektor, t.j. vi41 = ri. Podobné oznac¢me vektor w41 s volbou koeficientt 7y,
podle (1.101) jako 7. Definujeme-li pro k > 0 koeficienty ay, a 3 vztahy

(1.102) Br = Vit

-1
O = P15
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ALGORITMUS 1.5. QMR

input A, b, xg, o for k=1, ...
initialization
m_1 = O t
s_.1=0
c.1=0 Vk+1
v9 = O t
wy = O
myg = O Wi+1
Bo =
Y0 =
co=1
so=20
rgo = b—Axg
v = ro/|roll
wy = To/Tdn
m=1
my
Ty
Tk
end for
a vektory pg a p podle
(1.103) Pk = Dits

Ize rekurence

VE+4-2

\%
Pr12

-1
= ’Yk+1(APZ+1 — Pk 1Vk41),

\%
Vg2 — k1Pt

psat ve tvaru

G
Tk+1
Pk+1

G

r; — o Apyg,
G

Th1 + BrPks

o = w,ZAvk

Avy — oy — Br—1vk—1

Yk = |t

t /v

AT wy, — agwy, — Ye_1wg—1
Br = UkTHt

t/ Bk

Tk—2k = —Sk—20k-1

0 = ck—20k-1

Th—1k = Ck—10 — Sk_1Q
0 = Sp—10 + k104

ri = (62 + 97"

ek = 0/Tpk
Sk = —Vk/Tkk
Nk+1 = SENk

-1
Tion (Vk = Ph—1eMp—1 — Th—2kMy_2)
Tp—1 + CxNEMg

2
S$kpTk—1 1+ CkMk+1Vk+1

~ — W
Pk = Pg+1>

-1 T w
Wit2 = Vg (A Pri1 — Prt1Wht1)

w W
Ppyo = Wi42 — ¢k+1pk+1

~G ~G TA
Trp1 = Tk — O ADy

Pkl = Tkt1 + BrDk-

Rozepsanim rezidui r/ podle riy = b— Ax{/ a aplikaci matice A~ na pravou i levou stranu
vyse uvedené rekurence pro reziduum 7y ; ziskime rekurenci pro xy

G G
Tpy1 = Tf + Ok

Vysledny algoritmus 1.6 Lanczosovy metody nazveme algoritmus bikonjugovanych gra-
dientu (BiCG) (v algoritmu zapisujeme rezidua a aproximace bez horniho indexu G).
Odvozeni BiCG lze provést odliSnym zptusobem nez je uveden v této praci a sice pfimo
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ALGORITMUS 1.6. BiCG

input zg, A, b, 7 for k=0, ...

initialization ~T
A —
=T
ro = b—Amo pkApk
B Tk+1 = Tk + OpPE
Po = To
5 = T Thyl = Tk — 0RApg
0o — 0 ~ ~ T~
Tht1 = Tk — A’ py
~T
3, = Tht1Tk+1
k ,Fgrk
Pk+1 = Tkt1 + Bibk
Pkl = Thy1 + BiDr
end for

z podminek (1.8), jak jsme ukazali v [63]. Poznamenejme, Ze pomoci algoritmu BiCG lze
zaroven konstruovat aproximace reSeni soustavy

(1.104) ATE =0

Staci polozit g = b— AT7Zg, kde Ty je pocatecni aproximace feseni soustavy (1.104), a
aproximace FeSeni soustavy (1.104) pocitat rekurenci

(1.105) Tpt1 = Tk + QgD

Vektory 7, zfejmé hraji roli rezidui, 7, = b — ATZ.

Algoritmus 1.6 Ize lehce modifikovat tak, aby kromé rezidui a aproximaci Lanczosovy
metody pocital i rezidua a aproximace metody QMR. Do cyklu algoritmu BiCG staci
pridat rekurence (1.91) a hodnoty ¢, a si po¢itat ze vzorct ¢z + s2 = 1, (1.93) a (1.94).

1.5 Metody Lanczosova typu

Algoritmus BiCG po¢ita posloupnosti rezidui r, aproximaci feSeni zj a vektort py reku-
rencemi

(1.106) Tkl = Tk — OpApy,
(1.107) Th41 = T+ OpPr,
(1.108) P+l = Tkl + BiDr,

kde pg = rg, odvozenych v pfedchozim odstavci. Aby bylo moZzné vypodist koeficienty
ay a [, poc¢ita BiCG navic pomocné vektory 7 a pg, jichz mize byt pouzito k feSeni
dudlni soustavy (1.104). Pokud vSak je nasim cilem pouze nalezeni aproximace FeSeni
soustavy (1.1), neni plné vyuzita informace, kterou ndm poskytuji pomocné vektory 7 a
Pk Vypoditavané za pomoci nasobeni matici AT

Ke zlepseni vykonnosti algoritmu pfispéje nasledujici ivaha. Z algoritmu BiCG plyne,
ze vektory ri, pr, Tk @ P je mozné vyjadrit ve tvaru

rr = Ri(A)ro, Pk = Pr(A)ro,
7 = Ri(AT)7o, pr = Pr(AT),
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kde Ry (A) a Pr(A) jsou maticové polynomy stupné k. Ze vztahu (1.5) navic plyne
Ry € I,

kde IIj oznacuje t¥idu polynomu stupné k s vlastnosti R(0) = 1 (konstantni ¢len je roven
jedné). Koeficienty o a 3, lze potom psat nasledovné

(Ri(AT)ro, Ri(A)ro)
(Pe(AT)To, APr(A)rg)’

(Ris1 (A7)0, Rp1(A)ro)

(1.109) o = (Ri(AT)ro, Rk (A)ro)

Br =

Protoze plati
(Dk, Apr) = (Tk + Br_1pk—1, Api) = (T, Apg),

Ize zfejmé koeficient o, vyjadrit ve tvaru

 (Trere)  (Re(AT)Fo, k)
(1110 = G Apy)  (Ru(AT)r0, Apy)

Uvédomime-li si, ze plati r, L Kp(AT,70) a Apr L Ki(AT,7), lze polynom Ry(€)
v (1.110) nahradit libovolnym polynomem Qf (&) stupné k, plati

(Qr(AT)Fo,r)  (To, Qu(A)ry)

o = - = — )
(Qr(AT)ro, Apr) (70, AQw(A)ps)
Vyuzijeme-li vztahu
~ _ ~ _ T, T _
(Tk+177“k+1) = (T’k - akATpkﬂ"k—i-l) = —ak(ATpkﬂ“kH) = —M(ATPMWH)
(Pk» Apr)

a podminek 71 L K1 (AT, 70) a Apy, L Kp(AT,70), lze koeficient 3, psat ve tvaru

8, — (AT ) (ATQR(AT)Ro, 1) (Qiri(AT)T0, ) i
b (Pr; Apr) (Qr(AT)ro, Apy) (Qk(AT)To, Apr) Grsa
(70, Qrr1(A)rg1) i

(70, AQr(A)pr) qri1’

kde Qk(§) a Qx11(&) jsou libovolné polynomy stupné k a k + 1 a ¢isla gx a gxy1 jsou
nenulové vedouci koeficienty polynomii Qx(§) a Qri1().
Definujme nyni vektory

(1.111) = —

(1.112) r;, = QkRi(A)ro, pr = QrPr(A)r0,
Xy vztahem ry = b — Ax; a necht 9y € II;. Potom ziejmé plati

QiR € 1y

X, € Xg + ,Cgk(A, 7“()), ry €rg+ A]Cgk(A, 7’0).
Cisla ay a B, je mozné vyjadiit s vyuzitim vektort ry a py,

_ (ro,k) (o, Try1) @

1.113 S , _ = .
( ) (70, Apk) " (70, APr) Qha

Postupem uvedenym vyse jsme se zfejmé vyhnuli ndsobeni matici A7 (v jistém smyslu
jsme ho pfevedli na nisobeni matici A) a navic mdme moznost vhodné volit polynom
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Qi (&). Metody, jejichz rezidua lze vyjadfit ve tvaru (1.112), se nazyvaji metody Lanc-
zosova typu (Lanczos-Type Product Methods) (LTPM) [30]. Algoritmy metod LTPM se
formuluji na zékladé znalosti rekurenci pro polynomy Ry(§) a Qx(€). Pokud aplikujeme
maticovy polynom Q(A) na rekurenci pro vektor 7, ziskdme rekurenci pro reziduum ry,.
V rekurenci pro ry se vyskytnou i vektory, které nelze vyjadiit na zakladé definice (1.112)
a které bude nutno vhodné pojmenovat a nalézt pro né rekurentni vztahy.

Obecnéji lze pouzit k vypoctu koeficientt o, a B;, polynom Uy (&) stupné k v soudi-
novém tvaru

(1.114) U(€) = Qp QL™ (),

kde Qﬁj’“) € Iy, , di je ptirozené ¢islo, di, < k, a ék@) je libovolny polynom stupné k — dj..
Rezidua ry a vektory pi potom uvazujeme ve tvaru

(1.115) r, = QP RE(A)ro,  pr = QF Pr(A)rg
a koeficienty pocitame podle vztaht

(1116) oy = LoURe(A)ro) _ (Qu(AT)Fo, 1)
. (Fg,AUk,Pk(A)TO) (ék(AT)F()’Apk)?

a1y g, = TelknRen(Aro) w _ (Qr1(AT)To,rhp1) wh
’ (70, AULPL(A)T0) ki1 (Ok(AT)Fo, Apy) Uk+1’

kde ug a wugi1 jsou nenulové vedouci koeficienty polynomu Ui (&) a Uk+1(§). Metody,
jejichz rezidua a lze vyjadrit ve tvaru (1.115) nazyvame hybridni BiCG-metody (Hybrid
BiCG-Methods), viz. [54].

1.5.1 Metoda CGS

Volbou Qi (&) = Ri(§) definujeme umocnénou metodu sdruzenych gradienti CGS (Con-
jugate Gradient Square Method) [55]. Rezidua této metody je mozné vyjadiit ve tvaru

r{s = R2(A)ro.

Odvozeni algoritmu metody CGS z BiCG je pouze technickym problémem. Toto odvozeni
lze nalézt napfiklad v [61] nebo v [30].

Chovéni a vlastnosti metody CGS lze stru¢né shrnout nasledovné. Pokud nalezne BiCG
feSeni (o = ry = Ri(A)rp), nalezne ho i metoda CGS. K pred¢asnému ukonceni algoritmu
CGS (nelze vypocist koeficienty oy ¢ 3;) dochazi pravé tehdy, dojde-li k pfedéasnému
ukonceni algoritmu BiCG. Jestlize béhem vypoctu BiCG dochézi k rychlé konvergenci, lze
u CGS ocekavat velké zrychleni konvergence a nalezeni dobré aproximace feseni v pod-
statné méné iteracich nez u BiCG. Pokud dochézi pfi béhu BiCG k prevysenim v reziduové
kfivce, lze oCekavat tataz prevyseni i v reziduové kiivce CGS, ovSem s podstatné vétsi vy-
chylkou. Dusledkem toho se mtize pfi aplikaci algoritmu CGS v koneéné aritmetice pocitace
velmi snizit hladina limitni pfesnosti s niz jsme schopni vypoéist aproximaci feseni [23].

Modifikaci metody CGS je zhlazend metoda CGS [67], kterd navic pocitd dva pary
vektort, zhlazena rezidua a prislusné aproximace. Zhlazeni s sebou sice pfinasi monoténni
reziduovou kfivku (viz. napi. [61]), tedy bez pfevySeni, nicméné lze ocekavat, ze vSechny
nestability pfi vypoctu algoritmu CGS se projevi i pfi vypoctu algoritmu zhlazené metody
CGS. Pric¢ina spociva v tom, Ze se rezidua a aproximace feSeni zhlazené metody CGS
pocitaji z ptivodnich rezidui a aproximaci feSeni algoritmu metody CGS. Silny nastroj na
feSeni soustav déld z CGS resp. ze zhlazené CGS teprve aZz predpodminéni.
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AvLcoriTMUS 1.7. CGS

input zg, A, b, 79 for k=0, ...

initialization ~7
=T
rp = b—Axg 7o APk
_ QG = up— opApy
Po = TIo
uy = T rpp1 = Tp — apAur +qr)
Xpt1 = X+ og(ug + qx)
B, = 7A”{orrkﬂ
k ?grk
Ups1 = Try1+ Bk
Pkt1 = Ukl + Br(qk + BrPk)
end for

1.5.2 Metoda BiCGStab

Reziduové polynomy Ry (§) Lanczosovy metody pro feseni systému linedrnich rovnic (ur-
¢ené algoritmem BiCG) lze podle tvodniho odstavce sekce 1.5 kombinovat s libovolnymi
polynomy Qy (&) z IIi. Posloupnost téchto polynomi mize byt urcena jakymkoliv pied-
pisem, ktery zajistuje, ze plati Qp € II. Pokud v8ak pozadujeme, aby byl vysledny al-
goritmus metody pamétové nenaroény a laciny, co se po¢tu operaci na jednu iteraci tyce,
je vhodné uvazovat vytvareni polynomi Q () kratkou rekurenci. Jako ptiklad uvedme
dvoukrokovou rekurenci

(1.118) Qr41(8) = (1 = xw)Qx(&), o=1,

jez je volena tak, aby pfi libovolné volbé koeficientu yj; # 0, byla automaticky splnéna
podminka Q1 € i1 1. Zvolime-li koeficient xj tak, Ze mé reziduum

1 = Q1 Re+1(A)ro = (I — x5 A) QrRi+1(A)ro
minimélni normu, ziskdme metodu zvanou BiCGStab [64]. Odvozeni algoritmu metody

BiCGStab ze znalosti rekurenci pro oba polynomy je mozné najit napi. v [30]. Protoze je
vedouci koeficient g polynomu Qg (§) roven

k—1
a =[] x»
=0

je ziejmé qi/qr+1 = Xgl, a podle (1.113) je

~T
16 _ X—l To Yk+1
k— Xk =T '
TO Apk

Je zfejmé, Ze v algoritmu metody BiCGStab muze oproti BiCG navic dojit k pfed¢asnému
ukonceni vypoctu, je-li xx = 0 (minimaliza¢ni pfed¢asné ukonéeni). Pokud je xj blizké
nule, mtze dojit v konecné aritmetice pocitace k velmi nepresnému vypocteni koeficientu
By, ke znehodnoceni vypoctu a dalsi chovani algoritmu je nepredvidatelné. Nanestésti
existuji aplikace, ve kterych ma y; tendenci byt malé. Je to predevsim v pfipadech, kdy
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ALGORITMUS 1.8. BiCGStab

input zg, A, b, 7 for k=0, ...

initialization ~T
A — A;:O ali
ro = b— AX() "o Apk
po = 1o Vg = Tp— akTApk
v Ay
X A 2
Tyl = U — XkAug
Xp+1 = Xg+ OpDp + XkUk
ﬁk _ ]:1 ’T\A}E)]Tfkﬂ
ro Apg
Pkl = Try1 + Br(Pr — XzAPk)

end for

m& matice A vlastni ¢isla, jeZ maji malou redlnou ¢ast a nemalou imaginarni ¢ast. Pfic¢ina
tkvi v tom, Ze pro redlnou matici A a realnou pravou stranu b jsou kofeny polynomu Qy (&)
(rovny 1/x;) redlné a tudiz tento polynom nemtze Géinné ptisobit pfi tlumeni chybovych
komponent pfislusnych k vlastnim ¢islim matice A, jez maji velkou imaginarni cast.
Pokusme se uvedenou skutec¢nost vyjadrit intuitivni avahou.

Uvazujme Jordantv kanonicky tvar matice A, A = CJC~!. Potom mtizeme reziduum
metody BiCGStab vyjadiit ve tvaru

QxRi(J1) 0 0
ry = QkRk(Cchl)T() =C 0 QkRk(Jg) 0 0717‘0.

Polynom Qy (&) ptispivé k tomu, aby mély matice QxR (J;) co nejmensi prvky. Ma-li vsak
Jordanova bunka J; na diagonéle vlastni ¢islo, jez ma redlnou ¢ast malou a imaginarni
velkou, muize se stat, ze polynom Qy (&) s redlnymi kofeny nejen Ze netlumi velikost prvki
v matici QR (J;), ale naopak zpisobi, Ze prvky v této matici jsou hodné velké.

I pfes moznost pred¢asného ukonceni algoritmu BiCGStab z divodu nulovosti koefici-
entu xy je BiCGStab v praxi jedna z nejpouzivanéjsich krylovovskych metod. Divodem je
ve vétsiné pripadl podstatné rychlejsi konvergence nez u BiCG.

1.5.3 Metody BiCGStab2 a BiCGxMR2

K uréeni polynomt Qy1(€) 1ze samoziejmeé pouzit i t¥i-krokovych rekurenci, ¢imz ziskame
vice stupiii volnosti. Uvazujme rekurenci

(1.119) Qrr1(&) = (e + 08 (&) + (1 =) Qr—1(§), Qo =1, Q1=0.

Koeficienty dj # 0 a 7, lze volit libovolné a z (1.119) plyne, ze Qg1 € iy ;.

Za polynomy {Q;(&) fiol je mozné volit napf. vhodné posunuté Cebysevovy polynomy
nebo, jako v pfipadé BiCGStab, je mozné urcit koeficienty i a Jx tak, aby mélo vysledné
reziduum

i1 = Qi1 Ri+1(A)ro =((v + 06) (&) + (1 — i) Qr—1(§) ) Riet1 (A)rg
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minimélni normu. Ziskdme tak metodu zvanou BiCGxMR2 ([30]). Kombinovanim dvou
a tiikrokovych rekurenci pro poéitani polynomu Qp.1(§) s volbou koeficientii vedouci
k miniméalni normé vysledného rezidua, obdrzime metodu zvanou BiCGStab2. Algoritmy
obou metod lze nalézt v [30].

1.5.4 Metoda BiCGStab(l)
Klasickou hybridni BiCG-metodou je BiCGStab(l) [54]. Necht & = ml. Pro vypoéteni

koeficientli a1 j a By ;1 (j =0,...,l — 1) pouzijeme polynom

k
Qéﬁj

 p——N——
Z/[k+j(A) = AJ Sm—l ce S()(A),

kde S;(€) jsou polynomy stupné [. Zrejmé tedy v (1.114) volime ékﬂ-(A) = AJ a
Q;Qj (A) = Q;?(A) =Sn-1..-So(A). Reziduum rif;”) je definovéno jako

I'Zfﬁ;(b = ;:_:_]-Rk_;_j(A)’l”o =Sm-1-. -SORk—i-j (A)T‘Q

a polynom S,,_1(§) vztahem

(k=0
Qe

. —
Sm_l(g) Egg%lmln ||S Sm_2 e So Rk(A)T()H.

Polynom S,,—1(£) je zfejmé volen tak, aby mélo reziduum ry minimélni normu. Metodu
BiCGStab(l) mizeme v jistém smyslu povazovat za kombinaci BiCG s principy metody
GMRES aplikované na [ vektorti. Podrobnéji, vypocet probiha ve dvou ¢astech

1. Podle rekurence, ktera vznikne aplikaci maticového polynomu Qy_;(A) na rekurence
algoritmu BiCG vypocteme vektory 7o = Qp_ Ry (A)rg, Afo, ..., Al#y.
l

2. Najdeme koeficienty polynomu S,,_1(£) = 1— 3 0;€° tak, Ze minimalizujeme vyraz
i=1

l
ISm—1Qu—iRi(A)roll = llfo — Y iAo
i=1

pres vSechny mozné o;.

1.5.5 Kvazi-minimalni pojeti metody CGS (TFQMR)

Podstatnou nevyhodou metody CGS, jak jsme se zminili v odstavci 1.5.1, jsou ¢asto vzni-
kajici velkd prevyseni v reziduové kiivce, snizeni dosazitelné limitni hladiny pfesnosti a
mozné znehodnoceni vypoctu v disledku nepiesného vypocteni vektora a koeficientd v ko-
neéné aritmetice pocitace. Samotny princip umocnéni, t.j. misto vektort r, = Ry (A)rg
pocitat vektory ry, = R2(A)rg, ndm viak umoznil vyhnout se poéitani s traspozici matice
A a pocitat s témér stejnymi vypocetnimi naklady v k iteracich aproximace feseni z vari-
ety xo + Kok (A, 19). Je tedy na misté se ptat, zda nelze umocnéni aplikovat na reziduové
polynomy néjaké jiné krylovovské metody, jejiz reziduova konvergencni kiivka mé hladsi
prubéh nez reziduova konvergen¢ni kfivka BiCG. Nabizi se metoda QMR. Do soucasné
doby vSak nebyl nalezen algoritmus, ktery by byl schopen pocitat umocnéna rezidua me-
tody QMR s priblizné stejnymi vypocetnimi naklady jako QMR. Doposud znamé algorimy
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pocitajici umocnéna rezidua QMR s pouzitim t¥i ndsobeni matice-vektor v jednom kroku
a tim pozbyvaji lacinosti, co se poctu operaci na jednu iteraci tyce. V hledani krylovovské
metody s hladkou konvergenc¢ni kfivkou zalozené na umocnénych reziduich byl Gspésny
az Freund [12]. Z vektort vystupujicich v algoritmu metody CGS vybral vhodnou béazi
a nalezl algoritmus, ktery pocité rezidua s minimélnim souradnicovym vektorem v této
bazi. Toto QMR-pojeti aplikované na vektory metody CGS nazval TFQMR (Transpose
Free QMR). UkaZzme si v dalsim odvozeni algoritmu této metody.

Algoritmus 1.7 metody CGS modifikujme nasledujicim zptisobem. Ostriskujme vSech-
ny vektory a skalary vyskytujici se v algoritmu 1.7 a pfenasobme jejich indexy C¢is-
lem 2, definujeme tedy napf. Xor = Xp, aor = «y atd. Na posledni vzniklou reku-
renci Dopro = Uskio + ,/B\Qk(ﬁgk + Bﬁgk) aplikujme matici A a budeme psat v celém
algoritmu pog misto Apsg. Definujeme-li nyni vektory Sor a Sopy1 jako Sop = Ugk a
Soki1 = Qok, ,meziaproximaci® Xok 11 s prislusnym reziduem vztahy Xop11 = Xop + QoxSok,
Topt1 = To — Qo ASoy a skalar g1 jako Qg1 = oy, mizeme vysledny modifikovany
algoritmus metody CGS psat ve tvaru algoritmu 1.9.

ALGORITMUS 1.9. Modifikovand CGS

input zg, A, b, 7o for k=0, ...

initialization R o ;E)F?zk
Q2+1 = O2k = Sp<
ro = b—Axg R N SR "o P2k
R S = Sop — O
R0 = o A2k+1 A2k A%pZAk
~ Top+1 = To — Qg ASyy
o = 7o ~ ~ ~ o~
~ Xok+1 = Xok + OkSok
So = To ~ ~ ~ ~
~ Topt2 = Topi1 — Ok+1ASokt1
Po = Arg N N P
Xok+2 = Xog+2 + O2k+1S2k+1
/-\q"/\
sz _ To r2k+2
/-\T/\
o | 78
Sok+2 = Topg2 + BorSoky1
Pokt2 = ASokyo + Bop(ASarq1 + BoxDPok)
end for

Definujme matice §k a f{k vztahy

St=[o,....8k1], Rp=[f0,...,Th 1]
Ziejmé plati
Xp = Xo+ §kzk = Xp_1+ Qp_15k-1,
Ty = To— ASpzp = Tp1 — Gy 1481,
kde z; € R¥, 2, = (ag,...,a,_1)". Ze vztahu mezi rezidui T a T)_; potom plyne

61,;_11(?;6,1 —T%) = ASj_1, maticové zapsano

(1.120) AS, =R, 1B;,
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kde B, € REFDXF je matice

1 . ~—1
-1

Vztahu (1.120) vyuzijeme k vyjadfeni soufadnicového vektoru reziduf modifikované CGS.
Zavedme diagonalni matici Dk+1 = dlag(dl, .. dk+1) _kde d; # 0 jsou libovolnd ¢isla
(i > 1) ady = |ro|. Definujme matice Vi1 = Rk+1Dk+1 a H, = D;.1B,. Sloupce
matice Vy41 jsou zfejmé reziduové vektory modifikované CGS normované pomoci Cisel

cil, ..., dgy1. Reziduum T; potom miizeme vyjadiit ve tvaru
R R ~ PN -
rr, = TIg— ASkzk = Rk+1Dk+1Dk+1(€(1 ) _ Ekzk)
k+1
(1.121) = Viga(llrolle™” — Hyzp).

Podle (1.70) jsou T rezidua s galerkinovskymi kvazi-rezidui a lze zfejmé formulovat me-
todu, jejiz rezidua budou mit v bazi sy, . . ., S;_1 minimélni normu soufadnicového vektoru,
t.j. metodu s minimalnimi kvazi-rezidui. Tuto metodu nazveme TFQMR (Traspose Free
Quasi Minimal Residual Method).

K odvozeni algoritmu metody TFQMR pouzijeme vysledki z odstavce 1.3. Oznadime-li
vektor zj, ktery je argumentem minima normy soufadnicového vektoru, jako z;’, je k-ta
aproximace feSeni metody TFQMR urcena vztahem

TFQMR __ QM
Ty =z + Sz,

7 vysledkt odstavce 1.3 plynou vztahy

m = 6217
2 = JRIEL
i + [[Te (2
(el
sz = 1—0%,
rzFQJ\/IR _ SkrzFCi?]wR—i_ckrka
XzFQ]\/IR _ Szsz?MR‘i‘Cka

Pozmeénme algoritmus, ktery vznikne slozenim pravé uvedenych vztaht a rekurenci pro
modifikovanou metodu CGS tak, Ze rozdélime dvojkrok (pocitame dvé rezidua v jednom
kroku) na dva samostatné kroky. Vysledkem je algoritmus 1.10, ve kterém piSeme ry a xy

misto rZFQMR a XZFQMR

1.6 Zastavovaci kritérium

Jak jsme se zminili v tivodu této prace, jednou z velkych vyhod iteracnich metod je sku-
tecnost, Ze v kazdé iteraci mame k dispozici aproximaci feseni soustavy. Itera¢ni proces
mizeme kdykoliv zastavit a vypocétenou aproximaci feseni povazovat za priblizné feSeni
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ALGORITMUS 1.10. TFQMR

input zg, A, b, g for k=0, ...
if k£ is even then

initialization
2N s = = T
rg = — AXg k+1 — k:?gﬁk
X = Sky1 = Sk — QiDy
rg = 719
S = 7o end if
Po = Afo Tpy1 = Tp— apAS;
m = ol Rev1 = X+ s
> TelTrl®
e R+ TRk 2
Ciﬂ: A"?/%_s_z
[Ph+1(|?
Sha1 = 1= Gy
Th+1 = 3i+17°k+0i+1fk+1
Tkl = Si+1$k+ci+1§k+1

if £ is odd then

~T

k — ~T=~
ToTr—1
Spt1 = Tl + Bk
Pit1 = ASpy1+ BL(As,y + BiPr-1)
end if
end for

soustavy. Neni vSak zfejmé, jak mérit kvalitu vypoctené aproximace feSeni t.j. jeji ,bliz-
kost“ k feSeni soustavy a kdy itera¢ni proces zastavit. Idealni by ziejmé bylo, kdybychom
byli schopni vypocist hodnotu

(1.122) [l — Il

kde ||| - ||| oznac¢uje vektorovou normu. Volba této vektorové normy pfitom muze zaviset
na typu ulohy. Napfiklad nékteré fyzikalni tlohy a tlohy kvantové chemie vedou na reSeni
soustavy linedrnich rovnic se symetrickou, pozitivné definitni matici a je pfirozené mérit
blizkost aproximace feSeni k feSeni soustavy pomoci A-normy chyby (energetické normy)
|z — z1l|a = (2 — a2, Az — x3)) Y2

Hodnoty A-normy chyby nelze obecné vyjadrit pfesné. Pokud vsak pouzijeme k feSeni
systému linedrnich rovnic metodu sdruzenych gradient (CG), lze velikost A-normy chyby
efektivné odhadnout a odhadu poté pouzit k zastaveni algoritmu, viz. kapitola 3. Pozna-
menejme, Ze pii vypoctu algoritmu CG je mozné odhadovat i euklidovskou normu chyby.

V obecné nesymetrickém ptipadé neni znamo, jak efektivné odhadnout normu chyby.
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Informaci o konvergenci se proto snazime ziskat z lehce dostupnych reziduovych vektortu
r, =b— Axp.

Uvazujme, Ze soustava linearnich rovnic vznikla z matematického modelu po pouziti dis-
kretizace. Potom jsou prvky matice A i prvky vektoru pravé strany ziejmé zatizeny chy-
bou modelu a chybou diskretizace. Pfesné feseni soustavy Ax = b reprezentuje aproximaci
feSeni puvodni tlohy realného svéta a jeji kvalita je dana chybou modelu a chybou dis-
kretizace. To ovSem znamena, Ze stejné ,, dobrou“ aproximaci feseni ptivodniho problému
realného svéta bude i feSeni porusené soustavy

(1.123) (A + AA)T =b+ Ab,

kde AA a Ab predstavuji malé poruchy vzhledem k chybé modelu a chybé diskretizace.
V tomto smyslu lze definovat t¥idu soustav Az = b, které jsou blizké soustavé Ax = b (ve
smyslu malych poruch AA a Ab) a jejichz feseni jsou stejné ,,dobré* aproximace feseni
puvodniho problému realného svéta, jako feseni soustavy Ax = b.

Z¥ejmé bychom béhem iterac¢niho procesu chtéli mit informaci o tom, jak velké musi
byt nejmensi poruchy AA v matici A a Ab ve vektoru pravé strany b, aby pravé vypoctena
aproximace FeSeni xj soustavy Az = b byla feSenim porusené soustavy (1.123). Pokud
jsou velikosti téchto poruch mensi nez pozadovand hranice urcend na zakladé znalosti
chyby modelu a chyby diskretizace, nema jiz dale smysl pokracovat v itera¢nim procesu
(presnéjsi aproximace feSeni soustavy Az = b uz neni presnéjsi aproximaci feseni ptvod-
niho problému realného svéta). Velikosti nejmensich poruch pivodni soustavy pfi nichz je
vypoctend aproximace presnym feseni porusené soustavy lze méfit pomoci tkzv. normo-
vané relativni zpétné chyby ((xy), definované jako nejmensi 3 takové, ze existuji poruchy
AA a Ab splijici ||[AA] < BJJA]], ||Ab]| < B||b]| a =k je FeSenim porusené soustavy,
(A + AA)z, = b+ Ab. V [48] bylo ukazano, ze plati

7]
(429 P = B+ ATl
Pri praktickych vypoctech je norma matice A nahrazoviana bud odhadem normy a nebo
Frobeniovou normou matice. Cislo 3(x;,) predstavuje podle (1.124) lehce vypocitatelnou
hodnotu. Na zakladeé jeji velikosti se mtizeme rozhodovat pro zastaveni algoritmu itera¢ni
metody, jak jsme oduvodnili v kontextu poruch.
Poznamenejme, ze plati
Axp =b—1yg

a reziduum 7 predstavuje poruchu pravé strany Ab, pfi niz je xp FeSenim porusené sou-
stavy Az = b — Ab. Hodnota ||rk||/||b]| zFfejmé reprezentuje relativni velikost poruchy
pravé strany. Méfime-li konvergenci touto hodnotou, pfipoustime neptesnosti (poruchy)
pouze v pravé strané a nikoliv v matici A. Pfipady, kdy je matice dana presné (jeji prvky
nejsou zatizeny Zadnymi chybami — jsou dany presnymi hodnotami problému realného
svéta) a prava strana nepiesné jsou vSak velmi Fidké. V praxi byva hodnota |rx||/| bl
resp. ||7x||/|lroll (relativni norma rezidua) velmi ¢asto neopodstatnéné pouzivana pii za-
stavovani algoritmu.

Véfime, ze pokud neni k dispozici né€jaké jiné kritérium, které plyne z pfirozenosti
ulohy, je normovand relativni zpétna chyba vhodné pro zastavovaci kritétium a méla by
byt preferovana pred relativni normou rezidua.



2
O STINOVEM VEKTORU

% tinovy vektor, nazyvany téz levy startovact vektor, je pomocny vek-
tor, ktery vstupuje do Lanczosova procesu jako parametr. Tento pa-
rametr generuje spolecné s matici AT levyy Kryloviv prostor, potiebny k ur-
cent vektoru Lanczosovy bdze. Jeho volba ziejmé ovlivnuje kvalitu pocitané
Lanczosovy bdze a tim i konvergenci metod pro tesent soustavy linedrnich
rovnic, které tuto bdzi pouZivaji ke konstrukci aproximace tesSeni. Dosud
vsak nebylo ukdzdno ani vysvétleno, jak zdvist kvalita budované Lanczo-
sovy bdze na volb€ stinového vektoru. Ani my nezodpovime tuto fundamen-
talnt otdzku. Navrhneme vsak ruzné cesty ke zkoumdni tohoto parametru
a ukdZeme volby stinového vektoru, kterymi lze naptiklad docilit rovnosti
nékterych rezidui Lanczosovy metody pro teseni systému linedrnich rov-
nic s rezidui jin€ krylovovské metody. Budeme diskutovat otdzku proc jsou
konvergencni krivky klasickijch krylovovskych metod casto velmi blizké kon-
vergencéni krivce GMRES vZdy, kdyZ dochdzi k jejimu dostatecné rychlému
poklesu. Provedeme experiment, ve kterém se pokusime numericky urcit op-
timalni stinovy vektor.

V predchozi kapitole jsme vysvétlili, jak 1ze efektivné pocitat bazové vektory Krylovova
prostoru takové, ze plati

(21) Vk+1 uE ,Ck(ATaFO)a

kde 7y je pomocny vektor. Podminka (2.1) méla za nasledek, ze se rekurence (1.14), podle
které jsme se rozhodli pocitat bazové vektory, redukovala na tiikrokovou rekurenci a na-
sledujici bazovy vektor bylo mozné vypocist pouze ze znalosti predchozich dvou bazovych
vektort. Rezidua a aproximace FeSeni soustavy (1.1) vyhovujici podminkam

T € g + ]Ck(A, 7'0), re L ICk.(AT, F()),

jsme vyjadiili pomoci kratkych rekurenci, algoritmem BiCG. Definovali jsme fadu dalSich
metod (QMR, CGS, BiCGStab atd.) postavenych na zdkladni podmince (2.1) a vyuziva-
jicich vyhod Lanczosovy baze. VSechny tyto metody jsou laciné, co se po¢tu operaci na
jednu iteraci tyce, a kvalita vypocitdvanych aproximaci feseni je mnohdy srovnatelna
s kvalitou aproximaci feSeni, kterou poskytuji metody s dlouhymi rekurencemi (GMRES,
FOM). Metody pouzivajici Lanczosovu bazi ndm tak ¢asto dévaji moznost ziskat ,dobrou*
aproximaci FeSeni z variety zo + i (A, r9) pfi malych nérocich na pamét pocitace a s niz-
kymi vypocetnimi naklady. Nad jejich konvergenci se vSak vznasi mnoho otaznikd. Jsme
presvédceni, ze kli¢ k zodpovézeni mnoha otéazek tykajicich se konvergence téchto metod
je skryt v pochopeni tlohy stinového vektoru 7y v Lanczosové procesu.

Jednou z moznosti, jak pohlizet na cely problém volby stinového vektoru, je tato.
Uvazujme obecnou tiikrokovou rekurenci (pro k=1,2,...)

(2.2) t = Avp—ovp — Be10k—1, e = Itll, vk =t/

v1 = ro/||roll, Bo = 0, vo = 0. Nesymetricky Lanczostuv algoritmus po¢ita vektory Lanczo-
sovy béze tiikrokovou rekurenci (2.2), pfi¢emz koeficienty ay a Bi_1 jsou uréeny podmin-
kou kolmosti bazového vektoru vyy1 na levy prostor Kr(AT, 7) — rekurenci (2.2) s takto

41
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uréenymi koeficienty oy a (r_1 budeme nazyvat Lanczosovou rekurenci. Riznou volbou
vektoru 79 budou uréeny ruzné koeficienty oy a Gp_1. Lze tedy tvrdit, Ze posloupnosti
Lanczosovych vektort urcenych vektory rq, rg a matici A jsou podmnozinou posloupnosti
vektort pocitanych rekurenci (2.2), ve které jsou koeficienty oy a (i_1 voleny libovolné.
Neni vSak viibec zfejmé, jak je podmnozina posloupnosti Lanczosovych vektort ,velkd“.
K pochopeni vyznamu stinového vektoru v tomto pojeti je potieba urcit vztah mezi Lanc-
zosovou rekurenci a obecnou tfikrokovou rekurenci (2.2). Pro jednoduchost budeme v celé
této kapitole predpokladat, ze plati

(2.3) dim(KC,, (A, 19)) = n.

2.1 Stinovy vektor a tfikrokova rekurence

O vztahu mezi Lanczosovymi vektory a vektory poc¢itanymi obecnou t¥ikrokovou rekurenci
(2.2) vypovida do zna¢né miry véta od Anne Greenbaum [25].

Véta 2.1 (,Greenbaum®). Provedeme-li ne vice neZ (n + 2)/2 kroki podle predpisu
(2.2), kde ay, a Br—1 mohou byt témér libovolné, existuje vektor ro takovy, Ze vektory a
koeficienty v (2.2) jsou stejné jako prislusné vektory a koeficienty pocitané NL algoritmem.

Véta 2.1 1ika, ze mizeme témér libovolné predepsat koeficienty o a Or_1 obecné tiikro-
kové rekurence (2.2) a pokud neprovedeme vice nez (n + 2)/2 krokd, lze tuto rekurenci
chapat jako Lanczosovou rekurenci. Pojmem ,,témét libovolné“ je v [25] mysleno, Ze mira
mnoziny koeficientl, pro které uvedené tvrzeni neplati, je nulova. Piikladem rekurence
(2.2), kterou nelze chépat jako Lanczosovu, je rekurence, v niz jsou nulové vSechny koefi-
cienty ay a B;_1. Potom (2.2) reprezentuje mocninnou metodu a pii pokusu pocitat tyto
vektory NL algoritmem skoncé¢ime v kroku 2, kdy nelze vypocist ani jeden z koeficientii.
V nasledujicim textu se pokusime o zobecnéni Greenbaumové véty a o presnou specifikaci
jejich predpokladii.
Pfi zkoumani stinového vektoru bylo v [25] vyuzito vlastnosti skaldrniho sou¢inu

(2.4) (u, ATv) = (Au,v),

kde u a v jsou libovolné vektory. Totéz plati, vyskytuje-li se v (2.4) misto samotné matice
A jeji mocnina. Aplikujeme-li (2.4) na ortogonélni podminky, jez spliiuje vektor vy,1,
dostavame

0= (vps1, (AT)F) = (Alogy1,70), i=0,....k—1

a tudiz
(2.5) kg1 L KCe(AT, 7o) & 7o L Ki(A, veg1), k=1,2,....

Definujeme-li

V2, V3, V4, Vs e Vk+1,
Avg, Avy, Avs, ... Avgy,

1&21}47 A21}5, ce A2’U]H_1,
Wi(A, v, ..., v11) = span . .

k-1
AT g
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£
k

(2.6) Wi(A v, ..., vk41) = U Ki(A,viy1),
i=1

plati podle (2.5)

(27) ’F() J_Wk(A,UQ,...,UkJrl).

Jsou-li vektory vy pocitany rekurenci (2.2) a volime-li vektor 7y podle (2.7), plyne z jed-
noznacnosti urceni Lanczosovych vektorid, ze NL algoritmus s parametry rg a 79 pocita
presné stejné vektory a koeficienty jako rekurence (2.2), pokud ovSem nedojde k predéas-
nému ukonceni algoritmu. Pokud je k > n/2, je obecné dim Wy (A, ve,...,v5411) = 1 a
tudiz neni mozné zvolit 79 # o splnujici (2.7). To v8e bylo feceno v ¢lanku [25].

V nésledujici vété rozsifime tvrzeni Anne Greenbaum a budeme presné specifikovat
predpoklady, za kterych toto tvrzeni plati. Pro zjednoduseni zapisu budeme psat v dalsim
Wi, misto Wi (A, va, ..., 0k41).

Véta 2.2 Vektory vi,...,vg11 vypoctené trikrokovou rekurenci (2.2) lze pocitat nesyme-
trickym Lanczosovym algoritmem 1.2 prdvé tehdy, pokud plati ro ¢ Wy a

(2.8) B;#0, j=1,... k-1

Je-li k < n/2, lze vektory urcené trikrokovou rekurenci (2.2) s koeficinty splriujicimi
podminku (2.8) vidy povaZovat za Lanczosovy vektory vypoctené algoritmem 1.2 (NL).

Dikaz. Predpokladejme nejdiive, ze vektory wvi,...,vg+1 jsou vypocteny tiikrokovou
rekurenci (2.2) s koeficienty spliujicimi (2.8) a ze plati 7o ¢ Wj. Ukazeme, ze lze tyto
vektory rovnéz vypocist algoritmem 1.2 (NL).

Protoze 1o ¢ Wi, 1ze nalézt vektor 7 takovy, ze plati ?grg # 0 aryg L Wy. Definujme
vektor wy vztahem wy = 7o/7d v1, t.j. wi vy = 1. Z nenulovosti koeficienti B; plyne, ze
lze definovat vektory wo, ..., w; rekurentnim vztahem

(2.9) Wit1 = ﬁj_l(Aij — 0wy — 'Yj—le—l)a j = 1, ce ,k - 1,

pricemz pro j = 1 definujeme v9 = 0, wy = 0. Nyni postaci ukazat, ze je mozné koeficienty
B (j=1,....,k—1)aca; (j=1,...,k) vyjadiit ve tvaru

(2.10) aj = w;FAvj, Bj = ;TF+1Aij.

Potom budou zfejmé vztahy (2.2), (2.9) a (2.10) totozné s algoritmem NL, t.j. vektory
v2,...,Vg+1 lze pocitat algoritmem NL.
Protoze je vektor ry kolmy na prostor W, plyne z (2.5)

(2.11) w1 LK;(AT,7), t§. vl wi =0, i<j, j=1,...,k

Pfenasobenim rekurence (2.9) vektorem U]TH a vyuzitim (2.11) dostavame
T T AT

(2.12) Vi 1Wit1 0 = Vi AT wj.

Ukazme sporem, ze Q;TFHAij #0,j=1,...,k— 1. Necht tedy plati' UJTHAij =0.
Potom ziejmé varl(AT)J'FO = 0 a vektor 7y je kolmy na prostor Wi U AJv; ;.
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Indukci ukazeme, Zze AJ vj+1 ¢ Wr pro j = 1,2,...,k — 1. Podle pfedpokladu plati
A% ¢ W;. Pfenasobime-li vztah pro vektor vj+1 matici AJ=2 (j > 2), obdrzime reku-
renci

A];Z’Uj_;,_l = ")/j_l(Ajilvj — OéjAinUj — ﬂj_lA];QUj_l).

Protoze je Aj_QUjH € W, Aj_ij € Wi, Bj—1 # 0, 7; # 0 a podle induk¢niho pfedpo-
kladu Aj721)j_1 ¢ Wi, plati rovnéz Ajflvj ¢ W.
7 rovnosti prostort

Span{vb V2, .-+ Uk Vk+1, A’Uk’-i-la v Ak_lvk-l-l} = lC?k(Av TO)
az Wy C Kok(A,10), v1 ¢ Wi, plyne
Wi Urg = Kor(A, 7”0).
Jelikoz AJvjq & Wi, Alvji1 € Kar(A, 1), je rovnéz
WkUAjUjJrl:ICQk(A,To), jzl,...,k‘*l.

Je-li vektor 79 kolmy na W, U AJ vj+1, je kolmy i na vektor rg, coz je spor s pfedpoklady.

V predchozim jsme ukazali, Ze je UJTHAij # 0. Podle (2.12) je rovnéz vﬁlwﬁl #0
a koeficient 3; lze vyjadfit ve tvaru

T T,
5, = ”j+1A W
= T T o
Vi1 Wi+l
Prendsobime-li rekurenci

-1
Vjv2 = Vi1 (Avjt1 — aj1v541 — Bjv;).

vektorem ij, obdrzime s vyuzitim (2.11) a v]ij # 0 koeficient 3; ve tvaru
T AT,,.
5 — Vi1 AT wj
J T,,.
v; wj
Nutné tedy plati v]TijH = vawj =..=vfwi=1a

Bi=v/ ATw;,  j=1,...k—1

Tvar koeficientu o (j = 1,...,k) lehce obdrzime z rekurence pro vektor v;y1, kterou
pfenasobime vektorem wj; a vyuzijeme pfitom (2.11) a vawj =1.

Ukéazali jsme, ze predpoklady 7o ¢ Wy a 8 # 0, j = 1,...,k jsou postacujici pro to,
aby bylo mozné pocitat vektory vy, vs,...,vr+1 Lanczosovou rekurenci. Nyni vysvétlime,
ze jsou tyto predpoklady nutné.

Pokud je ro € Wk, neni ziejmé mozné nalézt stinovy vektor takovy, ktery by byl kolmy
na W, a zaroven nebyl kolmy na vektor ro. Je-li néktery z koeficient 3; nulovy, dojde
k ukonceni NL pii vypoctu vektoru wj1.

Vénujme se nyni druhé ¢asti véty, ktera je v podstaté vétou 2.1 s presnou specifikaci
pfedpokladi, t.j. Ze vSechny (3; musi byt nenulové. Podle prvni ¢asti véty 2.2 staci ukazat,
ze je-li k < n/2 plati ro ¢ Wi.

Protoze je k < n/2, jsou vektory v, ..., vpr1, Avps1, A¥ g, kterych je 2k —1 < n,
linedrné nezavislé (predpokladame, ze plati (2.3)). Ukazeme, Ze vSechny ostatni vektory
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z Wy lezi v jejich linedrnim obalu. Pfendsobime-li rekurenci (2.2) pro j = 3, ..., k matici
A1 kde i je libovolné celé ¢islo, a vyjadiime-li A'vj, zjistime, Ze

(2.13) Aivj € Span{AiflfujH,Aiflvj,Aiilvj_l}.

Z (2.13) plyne Av; € span{v;i1,v;,v;_1} a tedy Av; € Wy pro j = 3,...,k, Av; €
span{Awv; 1, Avj, Avj_1} a proto A%v; € Wy, pro j =4, ...,k a indukei plyne Alv; € W
j=i+2,...ki=1,...,k—2.

Dimenze prostoru Wy je tedy rovna 2k — 1 a vektor ro ¢ W, jinak by v prostoru Wi,
lezelo 2k linearné nezavislych vektorti vi, va, . .., Vpy1, Avgyr, AP Topgq. O

Véty 2.1 a 2.2 vysvétluji, Ze kazdou tiikrokovou rekurenci (2.2) s nenulovymi koefici-
enty (3 lze povazovat za rekurenci pocitajici Lanczosovy vektory az do kroku k < n/2.
Pro vyssi hodnoty k pocita rekurence (2.2) Lanczosovy vektory pouze pokud pocateéni
reziduum nelezi v prostoru Wy (A, ve, ..., vit1) definovaném v (2.6).

2.2 Stinovy vektor a trikrokova krylovovska metoda

Vektory Lanczosovy baze vyy1 pocitané algoritmem 1.2 (NL) lze vhodné prendsobit ska-
larem tak, aby lezely ve varieté ro + AKk(A, ). Staci polozit

(214) Ve = —(Oék =+ 6k,1).

Potom lze Lanczosovy vektory povazovat za rezidua, oznacme je r; = viy1. K rekurencim
algoritmu 1.2 pfidejme navic rekurenci pro pocitani pfislusnych aproximaci feseni. Tuto
rekurenci Ize lehce odvodit z rekurence pro pocitani Lanczosovych vektori, uvazime-li, ze
ry, = b — Axy. Vysledny algoritmus 2.1 ozna¢me LMA (Lanczos method’s algorithm).

ALGORITMUS 2.1. Algoritmus Lanczosovy metody (LMA)

input zg, A, b, 79 for k=1, ...

initialization T
o = wi, Arg_q
r1, = o e = —(ag + Br—1)
.1 = o e = Y (Arg_1 — ogrr_1 — Be—17k—2)
wy = O o = Vi (—rhe1 + gpo1 + Bro12k-2)
Bo=0 t = ATwy, — apwp — Yeo1wp—1
Y% =0 Br=rit
w; = ?o/FgTO Wg+1 = t/ﬂk

end for

Algoritmus 2.1 lze povazovat za jeden z moznych algoritmi, ktery pocita rezidua a
aproximace TesSeni Lanczosovy metody pro feseni systému linearnich rovnic, plati

(2.15) T € g + /Ck(A, 7’0), TR L ]Ck(AT,Fo).

Vektory r a xp vypocétené algoritmem 2.1 jsou idedlné (v presné aritmetice) totozné
s rezidui a aproximacemi FeSeni uréenymi algoritmem 1.6 (BiCG).
Uvazujme nyni obecnou tfikrokovou rekurenci

(2.16) TR = ’Yk_l(ATk—1 — apTp—1 — Be—1Tk—2),
(2.17) xr = Y (~Th-1+ kT—1 + Br-17k-2),
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kde ay a Bx_1 jsou libovolné koeficienty takové, ze oy + Br_1 # 0 a koeficient ~y, necht je
volen podle (2.14). Potom plati

L € 7o + AICk(A, 7’0)

a rekurencemi (2.16) lze reprezentovat libovolnou krylovovskou tiikrokovou metodu. Pro-
toze rj jsou pouze specidlné normované bazové vektory vpii, mizeme pouzit vysledk
z predchozi sekce. Plati nasledujici véta, jez je pfimym dtsledkem véty 2.2.

Véta 2.3 Rezidua a aprorimace Tesent libovolné krylovovské trikrokové metody s nenulo-
vymi koeficienty 3; miZeme aZ do kroku k < n/2 chdpat jako rezidua a aprozimace resent
LM s vhodné zvolenym stinovym vektorem a pocitat je lze algoritmem 2.1. Totéz plati,

pokud je k >mn/2 arog & Wi(A,r1,...,1%).

Ziejmé je mozné volit koeficienty v t¥ikrokové rekurenci (2.2) témér libovolné a pfesto lze
tuto rekurenci chapat jako rekurenci algoritmu Lanczosovy metody. V prvnich n /2 krocich
aproximace FeSeni Lanczosovy metody viibec nemusi konvergovat k feseni soustavy (1.1).

7 druhé strany nam veéta 2.3 v podstaté dava moznost prevést problém volby stino-
vého vektoru v Lanczosové metodé na problém nalezeni vhodné krylovovské t¥ikrokové
metody. Chceme-li napiiklad, aby rezidua Lanczosovy metody byla blizka reziduim jiné
krylovovské metody v prvnich n/2 krocich, sta¢i nalézt tiikrokovou krylovovskou metodu,
jejiz rezidua splnuji pozadované podminky. Ze znalosti rezidui této trikrokové krylovovské
metody jiz jsme schopni podle (2.7) ur¢it vhodny stinovy vektor.

Poznamenejme, 7e roste-li dimenze Krylovovych prostorti Ki(A, o) a Kp(AT, 7o), je
v n-tém kroku r, 1 KC,,(AT,7) a wyr1 L Ky (A, 7o) a tudiz r, = 0 = wy,4 1. Podle (1.39),
(1.40), (1.41) a (1.45) potom plati

(2.18) AV=VT, ATW=wT?, Viw-=1,

kde V € R™™ je matice se sloupci rg,...,7,_1, W € R™™ ge sloupci wi,...,w, a
T € R™ " je t¥idiagonalni matice slozend z koeficientt oy, Brx_1, V-

Uvedeny postup lze obratit v nasledujicim smyslu. Predpokladejme, Ze je ddna krylo-
vovska tfikrokova metoda s nenulovymi koeficienty ; takova, ze plati r,,_; # o, 7, = o.
Zapiseme-li t¥ikrokovou rekurenci (2.16) v kroku n maticové, plati

AV =VT.

Definujme nyni W = V~7, Matice W, V a T potom ziejmé spliuji (2.18) a uréime-li
stinovy vektor 7y jako prvni sloupec matice V=7 poéita ziejmé algoritmus 2.1 se starto-
vacim vektorem 7y presné stejné vektory a aproximace feSeni jako uvazovand t¥ikrokova
rekurence (to plyne z jednoznac¢nosti uréeni lanzcosovych vektor).

Algoritmus 1.2 (NL) nebo 2.1 (LMA) lze podle (2.18) chépat jako algoritmy na trans-
formaci matice A na tfidiagonalni tvar. Matice T je zfejmé podobné matici A. Z pred-
choziho postupu rovnéz plyne, Ze pomoci stinového vektoru 7 lze parametrizovat vechny
tfidiagonalni matice T podobné matici A, s vyjimkou téch matic T, které maji néktery
prvek vedlejsich diagonal nulovy. Shriime vSe v nasledujici véteé.

Véta 2.4 Rezidua a aproximace 7eSent libovolné krylovovskeé trikrokové metody s nenulo-
vymi koeficienty B; pro kterou je r,—1 # o, v, = 0 lze chdpat jako rezidua a aproximace
reSeni LM s vhodné zvolengm stinovym vektorem a pocitat je algoritmem 2.1 (LMA). Kaz-
dou tridiagondlni matici T kterd je podobnd matici A a v jejichZ vedlejsich diagondldch
se nevyskytuje nulovy prvek lze chdpat jako vysledek vypoctu algoritmu 1.2 (NL) s vhodné
zvolenym startovacim parametrem ry.
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2.3 Lanczosova metoda a rezidua jiné krylovovské metody

Myslenku vyjadfenou vztahem (2.5) lze pouzit nasledujicim zptisobem. Predpokladejme,
ze 1y, je libovolné reziduum,

(2.19) rr € 1o+ AKK(A,10).
Volime-li stinovy vektor 7 tak, Ze spliiuje podminky
(2.20) 7o L Ke(A,mp),  Toro #0,
plati podle (2.5)

(2.21) e L Kr(AT, 7).

Pokud nyni vypocteme k-té reziduum Lanczosovy metody se startovacim parametrem 7¢
volenym podle (2.20), spliiuje toto reziduum, ozna¢me ho 77, podminky (2.19) i (2.21).
Jelikoz jsou rezidua rj i rj urcena témito podminkami jednoznacné, nutné plati

(2.22) rE =T

Pravé uvedeny postup naznacuje, ze pomoci algoritmti s kratkymi rekurencemi, které
realizuji Lanczosovu metodu pro feseni soustavy linedrnich rovnic, ptijde pravdépodobné
téméi vzdy (pro skoro kazdy vektor rg a skoro kazdou matici A) vypodist skoro kazdy
reziduovy vektor z variety ro + AKk (A, 19), tedy i napf. i reziduum metody GMRES nebo
FOM. Pro korektni dikaz tohoto tvrzeni bychom vSak museli ukazat, Ze pro skoro kazdy
ro a matici A a ry € ro+ AKg(A, ) existuje stinovy vektor takovy, ze splituje podminky
(2.20) a zaroven ze nedojde k pred¢asnému ukondéeni algoritmu realizujiciho Lanczosovu
metodu. Pohovofme v kratkosti o tomto problému (inspiraci nam je prace [34]).

Uvazujme jen takové vektory r, které lze vyjadiit ve tvaru ri, = i (A)rg, kde v ()
je polynom stupné k, ¢r(0) = 1 (mira mnoziny vSech rezidui z variety ro + A, (A, 7o)
které nelze takto vyjadfit je nulova). Je-li & < n/2, plati

(2.23) To Qf ,Ck(A,Tk)

(jinak by byl vektor A2k=1pro netrivialni linearni kombinaci vektori r, ..., A2*=2ry coz
je spor s predpokladem dim(/C,,) = n). Nutné tedy skoro kazdy vektor 7y z prostoru

Hk = ]Ck(A, T'k)J'

spliiuje podminky (2.20) a lze ho vyjadfit ve tvaru

n—k
o= &hi,
i=1

kde h; tvori bazi prostoru Hy. Koeficienty 7 a (i, kterymi v algoritmu 2.1 (LMA) délime,

lze potom povazovat za racionalni funkce proménnych &1, . .., &,_. Tyto racionalni funkce

jsou bud netrivialni a tedy skoro-vSude nenulové (pro skoro kazdy vektor 7y € Hy nedojde

k pfedéasnému ukonceni algoritmu) a nebo je néktera racionalni funkce identicky rovna

nule a pak dojde k pred¢asnému ukonéeni algoritmu 2.1 (LMA) pro kazdy vektor 79 € Hy,.
Pro lepsi predstavu uvedme piiklad. Protoze rg ¢ Ki(A,rt), je skaldrni souéin

n—k
(Fo,r0) = Y _ &(hi, ro),
i=1
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kterym délime pii vypoc¢tu vektoru wi, netrivialni linedrni funkci proménnych ;. Déale

S &i(hi, Arg)
S &ilhiyro)

je trividlni funkci pouze tehdy, pokud plati podminka Arg € Kr(A, ). Tato podminka je
v8ak zfejmé splnéna jen za velmi specidlnich okolnosti (vyhovuje-li matice A, vektor ro a
vektor 7, urc¢itym rovnostem). Lze tedy tvrdit, Ze koeficient ; (jakozto racionalni funkce
proménnych &;) je pro skoro vSechny vektory ro, matice A a vektory ri € ro+ AKk(A, o)
netrividlni.

ar = =7 = (w1, Arg) =

Dalsi koeficienty v a Gy lze vyjadrit jako jiz vice komplikované racionalni funkce,
které jsou identicky rovny nule jen za velmi specidlnich podminek (pouze pro specidlné
volend rezidua ry z variety rg + AKk(A,ro) spliiujici uréité rovnice nebo pro specialné
volené pocatecni reziduum a matici A). Proto lze o¢ekavat, ze pro k < n/2 lze pomoci
Lanczosova algoritmu 2.1 (LMA) vypocist témér vzdy (pro skoro vSechny vektory 7o a
matice A) skoro vSechna rezidua ry z variety ro + AKk(A, ). Tentyz vysledek ziejmé
plati i pro algoritmus 1.6 (BiCG), pouze se zvétsi mnozina vektori r, které nelze vypocist
z davodi predcasného ukonceni algoritmu. Tato mnozina rezidui, které nelze vypocist
algoritmem BiCG a lze je vypocist algoritmem LMA, mé zfejmé miru nula.

Pro k > n/2 jiz nemusi byt podminka (2.23) splnéna pro kazdé reziduum z variety
ro + AKE(A, rp), nicméné lze ocekéavat, ze (2.23) je splnéna pro skoro vSechna rezidua a
vysledky odvozené v pfedchozim textu lze zobecnit na vsechna k < n.

Predchozi ivahy dokumentuji schopnost algoritmt s kratkymi rekurencemi vypocist
v daném kroku stejné ,dobrou”“ aproximaci feseni jako metody s dlouhymi rekurencemi.
Avsak cesta, kterou se algoritmy s kratkymi rekurencemi k dané optimalni aproximaci
feSeni dopracuji zrejmé uz optiméalni neni a v kone¢né aritmetice pocitace mohou byt
nékterd optimalni rezidua (a aproximace Feseni) pro algoritmy které realizuji Lanczosovu
metodu prakticky nedosazitelna (viz. obrazek 2.3).

Myslenku volit stinovy vektor tak, aby Lanczosova metoda vypocetla témért libovolné
reziduum z variety ro + AK; (A, ro) 1ze déle rozvést. Pfedstavme si, Ze jsou dana rezidua

libovolné krylovovské metody r1,...,r; (v podstaté libovolna posloupnost rezidui, kterd
lezi v ptislusnych varietach). Potom lze ziejmé definovat prostor Wy (A, r1, ..., 7)) stejné
jako v (2.6),
Ty, T2, T3, T4 Tks
Ary, Ars, Ary, ... Ary,

A2’I”3, A27“4, cee A27”k,
Wi(A,ry,...,rg) = span . .

Akilrk

7 predchoziho odstavce vime, ze pokud jsou rezidua rq, ..., r; generovana trikrokovou re-
kurenci s nenulovymi koeficienty 3;, lze volit stinovy vektor podle (2.7) tak, ze algoritmus
Lanczosovy metody 2.1 (LMA) po¢ita v prvnich (n + 2)/2 krocich piesné stejné rezidua a
aproximace jako uvazovand tfikrokové rekurence. Jsou-li vSak rezidua ri,...,r; genero-
vana dlouhou rekurenci, je obecné vektor ry obsazen v prostoru Wi (A, r1,...,7), plati
Wi(A 71, ... 1) = Kok(A,ro) a volba 79 L Wi(A,r1,...,7) povede k predéasnému
ukonceni algoritmu LMA v prvnim kroku.

V dalsim budeme psat pouze Wy misto Wi(A,r1,...,7%). V (2.20) jsme volili stinovy
vektor kolmy na ¢ast prostoru Wy a tim jsme docilili toho, Ze k-té reziduum Lanczosovy
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metody bylo shodné s pfedepsanym k-tym reziduem z variety ro + AKg(A,r9). V tomto
duchu lze pokracovat a volit 7y kolmy na vétsi podprostor prostoru Wy, ktery ovSem
nesmi obsahovat pocatecni reziduum. Takovym podprostorem je napiiklad prostor

!
(224) Zzl = U ICQi (A, 7"21'),
i=0
kde 2! < k. Predpokladame-li, ze vedouci koeficient u polynomu i (A)rg = rq: je nenu-
lovy a je-li k < n/2, jsou vektory

2 3
r1,72, AT27T47AT47A T4, A T4,7T8, ...

linedrné nezavislé a jejich linedrni obal neobsahuje poéatecéni reziduum (pokud by obsa-
hoval, lehce dostaneme spor s predpokladem (2.3)). MuzZeme tedy volit stinovy vektor
tak, ze je kolmy na prostor Zy a zaroven spliiuje podminku ﬁro # 0. Nedojde-li k pred-
¢asnému ukonceni algoritmu Lanczosovy metody 2.1 (LMA) nastartovaného se vstupnim
parametrem 7, pocita tento algoritmus rezidua ry,...,r; takova, Ze plati

L L L L L L
7‘0:7"0, 7‘1 =T, 7‘2 =T, T4:T4, TS =Tg..., T2l:T21.

Je-li naptiklad n = 2™ + 1, mtze algoritmus Lanczosovy metody vypocitat az m rezidui
jiné krylovovské metody napf. GMRES ¢i FOM (zahrnujeme-li do seznamu vypoctenych
rezidui i rp). Vice rezidui metody s dlouhymi rekurencemi zfejmé jiz pomoci algoritmu
LMA obecné vypodist nejde (pouze ve specidlnich pfipadech, kdy jsou v prostoru Zy obsa-
zeny jesté dalsi Krylovovy podprostory KC;(A,r;); tento piipad nastavd, jen uvazujeme-li
specialni tvary dlouhych rekurenci — koeficienty v rekurenci (1.14) musi spliiovat uréité
rovnice).

Jako pfiklad na demonstraci, kdy jsou v prostoru Z, obsazeny i vSechny ostatni
Krylovovy podprostory C;(A, r;), uvadime nasledujici lemma.

Lemma 2.1 Predpoklddejme, Ze rezidua r; krylovovské metody jsou pocitana rekurenci
i—1 i—1

(2.25) ri =" Ari_q + Z a}z)rj, Zay) =1, o #£0.
=0 =0

Potom vektor o nelezi v prostoru Wy, tehdy a jen tehdy, je-li rekurence (2.25) tvaru
ry = a(ll)Aro + 7o
rj = a;j)Arj_1 + a;?zlrj_l + oz;?zzrj_g,
(2.26) a%ﬂéo, j=2,...,i—1.
ri = o;" Ari_1 + 11
rs = Ars_1 +al rso1 4o+ al? o,
s=1+1,...,k.

Tvar rekurenct je zobrazen na ndsledujicim schématu.
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Dukaz: Je technického charakteru a uvedli jsme ho v [62, str. 311, Lemma 2]. O

Z lemmatu 2.1 plyne, Ze je-li & < n/2 a jsou-li rezidua poé¢itana rekurenci (2.26) je
dimenze prostoru Wy rovna 2k — 1 a tento prostor neobsahuje poc¢atecni reziduum. Pro
k= 2! je ziejmé dim(Zy) = 2k — 1 = dim(Way). Protoze vidy plati Zo € Way, je

ZQZ = WQZ.

V Z, jsou tedy obsazeny vSechny Krylovovy podprostory K;(A,r;), j < 2L, Stinovy vek-
tor lze v tomto pripad€ sice volit tak, ze je kolmy na Z, a plati ?grg # 0, nicméné, lze
ukazat, ze pro kazdy vektor 7y ktery spliiuje tyto dvé podminky dojde k pfedéasnému
ukonéeni algoritmu 2.1 Lanczosovy metody v kroku i (je-li of'~? = 3; = 0), viz. [62].

Vérime, Ze jedna z moznych cest zkouméani vztahu mezi metodami s kratkymi reku-
rencemi, reprezentovanymi Lanczosovou metodou, a metodami s dlouhymi rekurencemi
(napf. FOM ¢ GMRES) vede skrze zkouméni polohy stinového vektoru 7y a jednotli-
vych podprostort K;(A, r;) prostoru Wy generovaného matici A a rezidui metody s dlou-
hymi rekurencemi. Snahou je uréit, jakym zpisobem ovliviiuje odchylka 7y od prostoru
Ki(A,r;) odchylku rezidua r} Lanczosovy metody od daného rezidua r; (vime pouze, Ze je-
liTg L KCi(A,r;) anedojde-li k pfedéasnému ukonéeni algoritmu realizujiciho Lanczosovu
metodu, je 7 = r;). Budeme-li schopni tuto otazku zodpovédét, bude jiz jen technickym
problémem nalézt vhodny stinovy vektor takovy, Ze rezidua Lanczosovy metody budou
blizka (ve smyslu malé odchylky) reziduim jiné krylovovské metody.

2.4 Jaky stinovy vektor je optimalni?

V tomto odstavci shrneme vysledky tykajici se vztahu metod s kratkymi a dlouhymi
rekurencemi. Pokusime se z rtiznych pohledd nahlédnout na problematiku optimalniho
stinového vektoru a naznacit mozné cesty k jeho nalezeni.

V ptedchozich sekcich jsme vysvétlili, ze v prvnich n/2 iteracich mohou normy rezidui
Lanczosovy metody nabyvat témér libovolnych hodnot. Dalsim krokem na cesté k po-
chopeni vlivu stinového vektoru na vztah konvergenéni kiivky Lanczosovy metody resp.
QMR a zvolené krylovovské metody (GMRES, FOM) je zodpovézeni otazky ,ktery stinovy
vektor povaZovat za optimdlni a jak tento vektor urcit”. Jde ndm o urceni hranice, pod
kterou se s kratkymi rekurencemi jiz nelze dostat a predevsim potom o zjisténi, na ¢em
tato hranice zavisi. Rozlusténi otazky optimélniho stinového vektoru by rovnéz mohlo
dat dobry navod k pochopeni velmi dtlezitého pripadu, kdy je stinovy vektor volen jako
ndhodny vektor z jednotkové koule (uvazujeme rovnomérné rozdéleni) a k pripadnému
urceni pravdépodobnosti se kterymi se reziduum Lanczosovy metody bude hodné lisit od
rezidua dané krylovovské metody.

Faber a Manteuffel [10] ukézali, Ze pokud ,optimalni“ znamend majici minimalni
normu chyby, pfi¢emz uvaZovali normu generovanou skalarnim soucinem nezavislym na
pocateénim pfibliZzeni, nelze obecné optimélni aproximace feSeni pocitat kratkymi reku-
rencemi. Ukazali specialni tfidu matic, pro které optimalni kratké rekurence existuji.

Z [10] plyne, ze pro vétsinu nesymetrickych systémt nebude mozné pocitat pomoci
rekurenci algoritmu Lanczosovy metody postupné aproximace feseni optimalni v néjaké
normeé nezavislé na pocateénim pribliZeni. Otevienou otazkou ovSem zustava, zda nelze
pomoci algoritmu Lanczosovy metody generovat aproximace feSeni, které jsou skoro-
optimalni, tedy velmi blizké optimalnim aproximacim feSeni. Tuto otazku formulovala
Anne Greenbaum ve své praci [26], kde se zabyvala vztahem krylovovské metody pouzi-
vajici dvoukrokové rekurence, ktera nalezne feseni soustavy linearnich rovnic v n-krocich
a metody GMRES. Popisme stru¢né, jakého vysledku bylo v [26] dosaZeno.
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Pro jednoduchost predpokladejme, Ze matice A ma vSechna vlastni ¢isla Aq,..., A\,
rizna t.j. je diagonalizovatelnd a minimalni polynom je roven charakteristickému. Uva-
zujme dvoukrokovou rekurenci

(2.27) Tk =Tk—1— aglArkfl, T = Tp—1 + alzlrkfla
pro k=1,2,...,n a necht r, = o, r,,_1 # 0. Reziduum r;, lze zfejmé vyjadiit ve tvaru
Ty = SDk(A)’I“(),

kde (&) je polynom stupné k, ¢r(0) = 1 a polynomy ¢x(&) lze podle (2.27) pocitat
rekurenci

(2.28) k(€)= (1 — a3 " O)pr-1(8).

Rekurence (2.27) definuje podobnostni transformaci matice A na bidiagonélni tvar a
on(§) je charakteristicky polynom matice A, plati

0=0pn(€) =(1-a,"8pon1(§ =(1—0a,'¢)...(1—a’¢)

a nutné jedinad mozna volba koeficientd ay, je ap = Aj. Pfitom mizeme uvazovat libovolnou
permutaci vlastnich ¢isel matice A. V [26] byla zvolena vhodna permutace vlastnich ¢isel
nasledujicim zptsobem: za a,, bylo zvoleno takové vlastni ¢islo, aby byla ||¢n—1(A)rol|
minimélni. Podobné, za a,_1 bylo zvoleno takové vlastni ¢islo ze zbyvajici mnoziny nepo-
uzitych vlastnich éisel, aby bylo ||, —2(A)rg|| minimalni atd. Pro takto specidlné zvolenou
dvoukrokovou krylovovskou metodu bylo v [26] ukdzano, Ze plati

(2.29) Irell < /(K + 1)(n — k) 5(2) |17,

kde Z je matice vlastnich vektort a r je k-té reziduum metody GMRES. Poznamenejme,
Ze je-li matice A normaélni, je x(Z) = 1. Tolik k préaci [26].

Uvazujeme-li t¥ikrokovou rekurenci (2.16) takovou, Ze r,—1 # 0, 1, = 0 (tu lze témér
vzdy chapat jako rekurenci algoritmu LMA Lanczosovy metody viz. véta 2.4), mame
ziejmé daleko vice moznosti jak volit koeficienty této rekurence . Lze tedy ocekavat, ze
existuje stinovy vektor takovy, Ze rezidua Lanczosovy metody spliiuji nerovnost (2.29). Bo-
huzel toto tvrzeni neumime pfimo dokézat, nebot rezidua specidlni dvoukrokové rekurence
zvolené v [26] nelze pocitat algoritmem Lanczosovy metody LMA (vSechny koeficienty [3;
jsou rovny nule).

Dalsi praci, ve které je formulovan pro nés dulezity vysledek je [40] (Nachtigal).

Véta 2.5 (,Nachtigal“). Mezi normami k-tého rezidua metody GMRES ry a k-tého
rezidua metody QMR r,f plati nerovnost

(2.30) I < 5(Vir) Il

kde Vi1 je matice bazovyjch vektori prostoru Kiy1(A,ro) konstruovangch Lanczosovgm
algoritmem a k(-) oznacuje ¢islo podminénosti.

Z nerovnosti (2.30) plyne, Ze pokud jsou vektory Lanczosovy baze dobfe podminény, jsou
normy rezidui metody QMR blizké normam optimalnich rezidui metody GMRES.

Véta 2.5 ndm tak do znacné miry dava navod, jak se lze postavit k otazce optimélniho
stinového vektoru. Za optimalni stinovy vektor mizeme napriklad povazovat takovy star-
tovaci vektor g, pro ktery je Lanczosova baze nejlépe podminénd. Podrobnéji, uvazujme
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libovolnou tfidiagonédlni matici T s nenulovymi poddiagonalnimi i naddiagonalnimi prvky,
ktera je podobnd matici A a sloupce matice transformace V nechf maji normu 1, plati

(2.31) A=VTV !
Provedeme-li QR rozklad matice V,
(2.32) V =QR,

tvofi prvnich & sloupctt matice Q ortonormalni bazi Krylovova podprostoru Kx(A,r)
(1 < k < n) a z jednozna¢nosti urceni je lze povazovat za vektory uréené Arnoldiho
procesem, plati

(2.33) A = QHQ',

kde H je horni Hessenbergova matice z Arnoldiho procesu. Z maticovych rovnic (2.31),
(2.32) a (2.33) plyne vztah

(2.34) H=RTR .

Puvodni problém nalezeni nejlépe podminéné transformace matice A na tridiagonalni
matici jsme uvedenym postupem prevedli na problém nalezeni nejlépe podminéné horni
trojuhelnikové matice R, kterad transformuje horni Hessenbergovu matici na t¥idiagonélni
tvar. Poznamenejme, Ze vzhledem k (2.32) plati

#(V) = K(QR) = K(R)

a matice R ma navic vSechny sloupce normovany na jednicku. Pokud tedy budeme schopni
nalézt optimalni transformaci pro problém (2.34), budeme téhoz schopni i pro problém
(2.31). Na problém (2.34) samoziejmé muzeme opét nahlizet jako na Lanczostv proces
se startovacim parametrem v; = e; a naSim cilem je urc¢it stinovy vektor (1. fadek ma-
tice R™1) takovy, aby byla Lanczosova baze (sloupce matice R) co nejlépe podminéna.
S Tesenim tohoto problému lze napiiklad zacit tak, ze uvazujeme matici H v néjakém
jednodussim tvaru, napt. tiidiagonalni s navic jednim nenulovym prvkem v hornim troj-
thelniku, a snazime se najit optiméalni stinovy vektor (ktery vede na nejlépe podminénou
Lanczosovu bazi) pro tento pfipad.

Jednou z dalsi moznosti definice optimalniho stinového vektoru je volba vedouci k
nejblizsim reziduovym konvergenénim kiivkam QMR a GMRES, pfi¢emz blizkost miize
byt méfena riznymi zpisoby (napf. odchylkami (hly) mezi uvazovanymi vektory resp.
kosiny téchto uhld, ¢ logaritmickou vzdalenosti norem pfislusnych rezidui). V kazdém
pripadé se zda, ze hledani optiméalniho stinového vektoru nebude jednoduchou zalezitosti a
pravdépodobné povede na tlohu optimalizace (hleddni minima nelinedrniho funkcionalu).
Otevienym problémem je rovnéZ geometrickd interpretace optimalniho stinového vektoru,
ktera je dulezita predevsim pro pochopeni fungovani nesymetrického Lanczosova procesu
ale i pro pfipadné specidlni praktické aplikace, v nichz budeme znat potiebné udaje.

2.5 Metody s kratkymi rekurencemi a pravdépodobnost?

P1i numerickych experimentech obcas pozorujeme, Ze se konvergenéni kiivky metod s krat-
kymi rekurencemi (LM a QMR) velmi malo 1isi od konvergenéni k¥ivky optimalni GMRES.
Pocitame-li experimenty v ndsobné aritmetice (napfiklad proto, abychom se presvédéili
o vlivu zaokrouhlovacich chyb), zjistime, Ze je tento jev dokonce velmi casty. Zvlasté
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v situaci, kdy konvergenéni kiivka GMRES zac¢ne rychle klesat, jsou konvergenc¢ni kiivky
ostatnich klasickych krylovovskych metod (LM, QMR, FOM) velmi blizké konvergenéni
kiivce GMRES. V této sekci se pokusime vysvétlit jeden z davodi, pro¢ tento jev nastava.

Krylovovské metody postupné vytvareji posloupnost prostorti AK;(A,ro) a hledaji
k-té reziduum ve varieté o + AKL(A,r9). Metoda GMRES pfitom urcuje reziduum ry
s nejmensi moznou normou z této variety, i L AKL(A,rg). Zaroven plati

ri UAKR(A,10) = Krr1(A, 10),

ry je ortogonalnim doplitkem prostoru AK(A,rg) v prostoru Kyy1(A,rp) a jeho norma
udéava vzdalenost variety ro + AKk (A, ro) od po¢atku. Otazka rychlosti konvergence me-
tody GMRES je otazkou rychlosti pfiblizovani variety ro + AKk(A,79) k poc¢atku. Jinak
feceno, varieta ro + AKX (A, ro) postupné pohlcuje poc¢ateéni reziduum r¢ (zmensuje se
uhel mezi reziduem 7y a prostorem AK;(A,rp)) a rychlost konvergence je rychlosti pohl-
covani rezidua rg.

Klasické krylovovské metody (LM, QMR, FOM, GMRES) mayji spole¢nou tu vlastnost,
Ze jejich k-té reziduum dopliuje varietu ro+ AKXk (A, r9) na prostor K1 1(A, r9). Oznac¢me
k + 1 rozmérnou jednotkovou kouli v prostoru Kii1(A,r9) symbolem Q.1 (kazdy vek-
tor z Ki41(A,ro) potom dostaneme jako nasobek jednotkového vektoru z této koule).
Uvazujme nyni teoretickou krylovovskou metodu, kterd vezme nahodny vektor (pfedpo-
kldddme rovnomérné rozdéleni) z koule Q11 a reziduum rj definuje jako prunik pfimky
uréené timto vektorem s varietou 1o+ AKx (A, r9). Necht v > 1 je néjaké ¢éislo. Zajima nés,
s jakou pravdépodobnosti pro takto nahodné zvoleny reziduovy vektor rp plati nerovnost

(2.35) il < ~lIrgll-

Koncové body vsech vektoru rezidui ry, jez vyhovuji podmince (2.35) ziejmé lezi v k-
rozmérné kouli I'y, € g + A, (A, rp) se stfedem v bodé rf (koncovy bod vektoru ry/) a

polomérem
ok = P21 E N2 = g2 = €l VAZ — 1.

Ozna¢me o maximalni odchylku rezidua rj od rezidua rf, pro kterou nastava v (2.35)
rovnost. Celou situaci zndzornujeme na obrazku 2.1. Z obrazku 2.1 je zfejmé, ze pravdé-
podobnost, se kterou se odchyli pfimka uréena nahodné zvolenym vektorem z jednotkové
koule €11 od sméru vektoru r{ nejvyse o thel o, lze vyjadiit nasledovné

a0 2«
2.36 P < Gl = — = —,

(236) (el <Al ) = 55 = =

kde P(Q) oznacuje pravdépodobnost s jakou nastane ndhodny jev Q. Kosinus thlu mezi

vektory 7 a 7, roven podilu ||rf||/||rx|| & pro maximalni odchylku a dostavame

(2.37) cos(a) = [ldl = ’y_l.
Yl

Pravdépodobnost (2.36) lze s vyuzitim (2.37) vyjadiit ve tvaru

2 arccos(y 1)
(2.38) P(lryll < A7) = ——————-

Kupiikladu, pro v = 10 je tato pravdépodobnost rovna 93,6%, pro hodnotu v = 100
99,4% atd., viz. obrazek 2.2. Zformulovali jsme jeden z divodi, pro¢ je konvergencéni
kfivka napt. LM ¢asto velmi blizka konvergenéni kiivce GMRES. U metody LM samo-
zfejmé neni k-té reziduum voleno jako ndhodny vektor z jednotkové koule, ale je kolmé
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ro + A}Ck (A, 7’0)

Obrézek 2.1: Nahodné zvolené reziduum 7y, a reziduum 7
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Obrézek 2.2: Pravdépodobnost, ze ||ry| < v||r{|]

na Kryloviiv podprostor Ky(AT,79) a tthel mezi reziduem rt a r{ ziejmé zévisi na od-
chylce prostorit AK(A, ) a Kr(AT, 7). Odchylka téchto dvou prostorti neni ndhodné,
je déna vlastnostmi matice A a vektory rg a rp, nicméné, chovani LM je ¢asto srovnatelné
s teoretickou krylovovskou metodou, ktera za reziduum voli vhodné normovany nadhodny
vektor z jednotkové koule. Dilezitou roli zde samoziejmé hraje i rychlost ptriblizovani
variety 7o + AKr(A, ro) k poc¢atku. Pokud je tato rychlost nizké, za¢inéd se kromé pravdé-
podobnostniho principu (2.38) projevovat i zpisob, jakym jsou uréeny reziduové vektory
dané metody a v téchto iteracich se mohou rezidua ostatnich krylovovskych metod velmi
odchylit od rezidui metody GMRES. Konkrétnéji, pokud je varieta ro+ AKX (A, ro) blizka
varieté ro + ALKy, 1(A,10), je i reziduum rj} blizké reziduu ry/, ;. Je-li odchylka rezidui
7 (reziduum metody FOM) a 7/ mald (t.j. i odchylka mezi 7 a r}/,; je mald), je nutné
odchylka mezi 7 ; a ri, velkd, nebot 7/ | je kolmé na 7 (a to je blizké ri/ ;).
Pravdépodobnostni princip (2.38) ndm rovnéz umoziuje komentovat véty 2.1-2.4. Zde
jsme narazili na problém ,nédhodné tiikrokova rekurence versus ndhodny stinovy vektor®.
Méli bychom si uvédomit, ze pokud volime koeficienty t¥ikrokové rekurence ndhodné (to
mizeme délat az do kroku n/2 a vytvarena rezidua stéle muzeme povazovat za rezidua
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metody LM), konstruujeme v podstaté ndhodné rezidua z celé variety ro + AKg(A,79) a
neni zadného davodu, pro¢ by normy takto vytvarenych rezidui mély klesat. Pokud vSak
volime nahodné stinovy vektor, vnasime jisty prvek ndhody do vytvareného prostoru
Kr(AT,79) a tim i do odchylky rezidui ri a . Lze ocekavat, ze se v Lanczosové metodé
s ndhodné volenym stinovym vektorem budou projevovat vlastnosti teoretické krylovovské
metody, ktera za reziduum voli vhodné normovany nadhodny vektor z jednotkové koule.

Podle naseho nazoru jsou, z teoretického hlediska, metody s kratkymi rekurencemi
velmi efektivni, protoze s malymi vypocetnimi naklady velmi ¢asto urcuji dobré aproxi-
mace FeSeni (blizké aproximacim metody GMRES), kdykoliv konvergenéni kfivka metody
GMRES dostatec¢né rychle klesa. Z praktického hlediska jsou fundamentalnim problémem
metod s kratkymi rekurencemi zaokrouhlovaci chyby, které mohou zptisobit zpozdéni kon-
vergence ale i iplné znehodnoceni vypoctu. Problém spociva v tom, Ze nepiesné vypocteny
vysledek z jedné iterace dosazujeme jako vstupni data do dalsi iterace. Tim se samoziejmé
celkova chyba néasobi a dochazi k jejimu exponencidlnimu nartstu a k poruseni zakladnich
vlastnosti (nap¥. ortogonality), na kterych jsou metody postaveny. Pokud chceme metody
s kratkymi rekurencemi pouzivat a spoléhat se na né, bude nutné pochopit jejich chovani
v koneéné aritmetice pocitace a urcit pripady, kdy je lepsi (z davodu zaokrouhlovacich
chyb) pouzit pomalejsi, ale robustnéjsi, metody s dlouhymi rekurencemi. Motivaci a na-
vodem nam do jisté miry muze byt chovani metody sdruzenych gradientt (CG) v konec¢né
aritmetice (matice A je symetrickd a pozitivné definitni), kterému se na zakladé praci
[22], [28], [57], [59] vénujeme v kapitole 4.

2.6 Numerické experimenty
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Obrézek 2.3: Vypocet rezidui GMRES pomoci LM (matice STEAM1)

Pro prvni experiment jsme uvazovali matici STEAM1 (Harwell-Boeing Collection, Mat-
rix Market [37]) fadu 240, ndhodny vektor pravé strany b a poc¢atecéni priblizeni zy rovné
nulovému vektoru. Stinovy vektor 7y jsme volili jako ortogonalni projekci vektoru pravé
strany b (= o) na prostor K(AT,r¢), kde r¢ je reziduum metody GMRES. Pokud plati
ro ¢ Ki(AT,r¢), spliiuje ziejmé takto zvoleny vektor 7o podminku (2.20) a nedojde-li k
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pred¢asnému ukonéeni algoritmu, ktery realizuje Lanczosovu metodu (v nasem piipadé
algoritmu BiCG), je k-té reziduum LM shodné s k-tym reziduem GMRES. Na obrazku 2.3
vykreslujeme plnou kiivkou konvergen¢ni reziduovou kiivku metody GMRES. Ostatni
kiivky reprezentuji konvergencni reziduové krivky Lanczosovy metody s riiznymi stino-
vymi vektory, které spliiuji podminku (2.20) postupné pro k = 20, 40, 60, . . ., 140. Obrazek
2.3 demonstruje, Ze sice je mozné urcit stinovy vektor vedouci k rovnosti rezidua LM a
GMRES, avsak tento vypocet mize byt numericky velmi nestabilni (jak je vidét ze stéle
se zvysujicich prevyseni v konvergencénich kiivkach LM). Abychom byli schopni vypo¢ist
zvolené rezidua GMRES pomoci LM, byli jsme nuceni pouzit nasobné aritmetiky (balik
MPFUN [5]) a vypoéty vyéislovat na 500 platnych cifer. Nicméné, uvedeny numericky
experiment potvrdil nase teoretické vysledky.

1.E+03

1.E+02
1.E+00 {rrrrrrrrr e e Raaazazsasasy
e T e R8T e 8o BR85S KE8T LT8R BT 45888 F 8 585
1.E-01 4
1.E-02 4
1.E-03
1.E-04 -
1.E-05
1.E-06
1.E-07
1.E-08 ——
— GMRES W
1.E-09 +——
— LM
1.E-10 A \
1.E-11

Obrazek 2.4: Vypocet vice rezidui GMRES pomoci LM (matice CAVITYO01)

Pro dalsi experiment jsme uvazovali matici CAVITYO1 (SPARSKIT Collection, Matrix
Market [37]) fadu 317, ndhodny vektor pravé strany b a pocateéni pfiblizeni xy rovné
nulovému vektoru. Abychom odhlédli od vlivu kone¢né aritmetiky pocitace (jde ndm o
teoretické vysledky), pouzili jsme opét nasobné aritmetiky (balik MPFUN [5]) a vypoéty
vycislovali na 500 platnych cifer. Na obrazcich 2.4 a 2.5 demonstrujeme, zZe lze urcit stinovy
vektor takovy, aby LM vypocetla vybrand rezidua jiné krylovovské metody.

Na obrézku 2.4 jsme uvazovali metodu GMRES (tu¢na plna kfivka) a stinovy vektor
jsme volili jako ortogonalni projekci vektoru pravé strany na prostor Zgq (viz. definice
(2.24)) generovany matici A a rezidui metody GMRES (reziduova kfivka LM je vykreslena
plnou kiivkou normalni tloustky). Je vidét, ze pfi této volbé stinového vektoru skuteéné
plati

g =1, rr =1, vy =S vy =g, o rE =716

Navic mizeme pozorovat zajimavy jev. Konvergenc¢ni kfivka LM v iteracich 1,...,64
je témér symetricka podle svislé osy vedouci 64-tou iteraci (tenka ¢ara) s konvergenéni
ktivkou LM v iteracich 64,...,128.

Obrazek 2.5 je analogii obrazku 2.4 pro metodu FOM (tuc¢né plna kiivka). Rezidua
Lanczosovy metody se startovacim parametrem 79 L Zg4, kde Zg4 je generovan matici
A a rezidui metody FOM, jsou pro & = 0,1,2,4,...,64 shodna s rezidui metody FOM.
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Obrazek 2.5: Vypocet vice rezidui FOM pomoci LM (matice CAVITYO1)

Opét muzeme pozorovat symetrii, kterd nastane v konvergencni kiivce LM podle svislé
osy prochézejici 64-tou iteraci.

Nez uvedeme dalsi numericky experiment, vénujme se kratce otdzce nahodného sti-
nového vektoru. V praxi byva casty pfistup k ziskdni ndhodného vektoru takovy, ze se
pouzije procedura daného programovaciho jazyka, kterd poskytuje ,ndhodna® ¢isla (ge-
nerator ndhodnych ¢isel) a jednotlivé slozky pozadovaného vektoru se nageneruji pomoci
této procedury. Prvni otazka, kterou bychom si ale méli polozit je, s jakym pravdépo-
dobnostnim rozdélenim poskytuje generdtor ndhodna cisla. Zfejmé bychom méli pouzit
takovy generator, ktery generuje ¢isla z intervalu (0, 1) se stejnou pravdépodobnosti, t.j
s rovnomérnym rozdélenim. Pokud v8ak dosazujeme do jednotlivych slozek vektoru takto
ziskand Cisla (z generdtoru nahodnych éisel s rovnomérnym rozdélenim), obdrzime na-
hodny vektor z jednotkové krychle a zifejmé ziskame s vétsi pravdépodobnosti vektor,
ktery je blizko rohu této krychle (je tam vice hmoty) a s mensi pravdépodobnosti vektor,
ktery je blizko stfedu stény krychle. Idealni by zfejmé bylo, kdybychom dokéazali gene-
rovat ndhodné vektory s rovhomérnym rozdélenim z jednotkové koule (resp. jednotkové
sféry). To lze ovSem provést velmi jednoduse nasledujicim zpisobem.

Kazdy vektor w € R™, w = (wy, ..., wy,)" jednotkové sféry lze vyjadiit pomoci sféric-
kjrch souradnic

w = cos(¥1) cos(¥a) cos(¥3) ... cos(Vn-1),

wo = cos(¥2) cos(¥3) ... cos(¥,—1) sin(dq),
w3 = cos(¥3) ... cos(¥p_1) sin(d2),
Wp-1 = cos(V¥p—1) sin(d,_2),
w,, _ sin(t,—1),

kde ¥; € (—7/2,7/2),...,0n—2 € (—7/2,7/2), Un—1 € (0,27). Protoze nezilezi na zna-
ménku stinového vektoru, staci vzit pouze polovinu jednotkové sféry, t.j budeme uvazovat
v8echny stfedové thly 9; z intervalu (—m/2,7/2). Nyni sta¢i pouzit generdtor ndhodnych
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¢isel s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (—7/2,7/2), vygenerovat ndhodné thly 4,
.., ¥p_1 a vypocist hodnoty w1, ..., w,. Tim ziskdime nahodny vektor z jednotkové sféry.
Vypocet souradnic ndhodného vektoru lze provést efektivné napiiklad pomoci néasle-
dujici procedury zapsané v jazyce FORTRAN. Vstupnimi parametry této procedury jsou
nahodny vektor thlt TH [= (91,...,9,_1)7], dimenze N [= n] a vystupnim parametrem
je nahodny vektor W [= w].

SUBROUTINE UNIT_SPHERE(TH,N,W)

C
integer N
double precision TH(*), W(*)
C
integer i
C
W) = 1.0
do i =N-1, 1, -1
W(i) = COS(TH(i))
W) = W) *W(i+1)
end do
doi=2,N
W(i)=W(i)*SIN(TH(i-1))
end do
END

[—1 AE+08
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Obrézek 2.6: Rozlozeni konvergen¢nich kfivek LM

K nésledujicimu experimentu pouZijme matici A € R™*" n = 10 vytvorenou piikazem

(2.39) A = eye(n,n) + 0.1 * triu(randn(n, n))
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v systému MATLAB, viz. rovnéz [26] (piikaz eye(n,n) definuje matici identity a piikaz
triu(randn(n,n)) vytvoii horni trojihelnikovou matici z ndhodné matice). Za vektor pravé
strany volme nahodny vektor a za pocatecni ptiblizeni nulovy vektor. Matice A pocitana
podle predpisu (2.39) se vyznacuje Spatné podminénou bazi vlastnich vektort, konkrét-
n&ji k(Z) = 6.2 x 103, kde Z je matice s normovanymi vlastnimi vektory matice A ve
svyrch sloupcich. Dodejme, Ze k(A) = 2.0 x 102. Rozdélme interval (—7/2,7/2) nam = 8
stejnych intervaltl a jejich pravé krajni body ozna¢me 71,...,7T,. Mnozinu vSech vek-
tort z n-rozmérné jednotkové sféry, pro které thly 1J; nabyvaji pouze hodnot 71,..., 7,
oznatéme P, Za stinové vektory budeme volit viechny vektory z této mnoziny rovno-
meérné rozlozenych vektori jednotkové sféry. Poznamenejme, Ze jejich pocet je roven

m™ 1 =82~ 1.3 x 108.

Uvazujme vSechny reziduové konvergencni kiivky LM nastartované se stinovymi vektory
Z mnoziny Pgo). Zajiméa nés odlisnost vétsiny konvergencnich kiivek LM od konvergencni
kfivky GMRES. Vysledky naseho experimentu zobrazujeme na obrazku 2.6. Osy na ob-
razku (2.6) maji nasledujici vyznam: na osu x nandsime éislo iterace (1,...,9), na osu y
vzdalenost od reziduové konvergencni kiivky GMRES a na osu z pocet rezidui r;; metody
LM, jejichz norma v k-té iteraci (osa z) lezi v uré¢ité vzdélenosti (osa y) od normy rezidua
GMRES. Vidime, Ze vétsina norem rezidui LM lezi v blizkosti norem rezidui GMRES, plati
pro né |[rp]| < 3.2(|rg||. Ve stfedu iteracni kiivky je nezanedbatelny pocet rezidui LM
vice vzdalen od konvergenéni kiivky GMRES (pravdépodobné je to dusledek Spatné pod-
minéné baze vlastnich vektord; soudime tak z obdobného experimentu s matici s dobie
podminénou bézi vlastnich vektort, ve kterém tento jev nenastal a drtivd vétsina norem
rezidui LM byla v tésné blizkosti norem rezidui GMRES). Smérem k n-té iteraci se opét
témér vsechny konvergené¢ni kiivky LM tésné pfimknou ke konvergenéni kiivce GMRES.
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Obrazek 2.7: Numericky vypocteny optimalni stinovy vektor
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V poslednim numerickém experimentu jsme se pokusili numericky vypocist optiméalni
stinovy vektor 7§ (resp. jeho aproximaci), pfi¢emz za optimalni stinovy vektor jsme po-
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vazovali argument minima funkcionalu

el

n—1 2 n—1
(240)  f(Ab,xo.70) = Y (log([Ir2]) —log(Ir€ 1)) = log?( 1t
o Z( g g ) Z g(lln H)

=1

pro pevné A, b a xg, kde r? oznacuje reziduum metody QMR a 7{ reziduum metody
GMRES. Pouzili jsme opét matici (2.39), avSak pro n = 8. Zvolili jsme m = 16 (pocet
déleni kazdého uhlu) a za 7y jsme postupné dosazovali vSechny vektory z mnoziny P(186).
Z vypoctenych hodnot funkciondlu f(A, b, xg, 7o) jsme uréili tu minimalni.

Na obrazku 2.7 vidime, Ze reziduové kfivka optiméalni QMR (plnd kfivka normalni
tloustky) mutze byt velmi blizkd konvergencni kiivce GMRES (plnéd tu¢na kiivka) a v
podstaté kopiruje tvar kiivky GMRES. Déle jsme pro porovnani znazornili konvergenéni
kiivku QMR, pfi¢emz za stinovy vektor jsme volili po¢atecni reziduum (¢arkovana kiivka)
a ndhodné voleny stinovy vektor z jednotkové koule (¢erchovana kiivka).
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ODHADY A-NORMY CHYBY Vv CG

m etoda sdruzenych gradienti (CG) slavi své 50-té narozeniny. Byla
srozumitelné popsdna jiz svymi tvirci Hestenesem a Stiefelem [32],
kteri odvodili vSemozné algebraické vztahy mezi vektory a koeficienty al-
goritmu, ukdzali souvislost CG s Gaussovou kvadraturou a minimalizact
funkciondlu. Hestenes a Stiefel poukdzali na to, Ze norma rezidua neni
spolehlivd konvergencni charakteristika a za vhodného kandiddta na urcent
kvality pocitané aproximace oznacili A-normu chyby. DuleZitost A-normy
chyby byla potvrzena i aplikacemi ve fyzice a kvantové chemii (zde byvd
A -norma chyby nazgvdna energetickou normou). Hodnotu A-normy chyby
vsak nelze obecné presne urcit, pouze odhadnout. K odhadum bylo pouzito
vztahu mezi CG a Gaussovou kvadraturou a v posledni dobé zacaly vznikat
odhady zaloZené na jednoduché algebraické manipulaci. Budeme prezento-
vat novy odhad A-normy chyby odvozeny algebraickou cestou a ukdzZeme,
Ze nejjednodussi a numericky nejstabilnéjsi odhad je skryt jiz v puvodni
praci [32] (numerickou stabilitou odhadu se budeme zabyvat v kapitole 5).
Vysvétlime, Ze odhady A-normy v publikacich [8], [17)], [19], [18], [38] odvo-
zené€ pomoci Gaussovy kvadratury jsou matematicky ekvivalentni odhadim
odvozenym algebraickou cestou.

Nase vypravéni bychom méli za¢it v roce 1952. Tehdy pénové Hestenes a Stiefel [32]
sepsali ¢lanek, ktery se zapsal do dé&jin, zformulovali metodu sdruzenych gradienti (CG),
velmi silny a nenaro¢ny nastroj pro feSeni soustav linearnich rovnic se symetrickou, pozi-
tivné definitni matici. VycCerpavajicim zpusobem popsali vztahy mezi vektory algoritmu,
souvislost s minimalizaci funkcionalu a Gaussovou kvadraturou. Byli si védomi toho, ze
s konec¢nou aritmetikou pocitacit prichézeji dalsi netrividlni problémy. P#i podrobném
¢teni tohoto ¢lanku zjistime, Ze nékteré jejich myslenky, publikované v roce 1952, dozna-
vaji pochopeni az dnes, po padesati letech.

Pri béhu metody sdruzenych gradient potfebujeme néjakou informaci o kvalité po-
¢itané aproximace. Jednim z kandidatt na ziskani této informace je reziduum, pocitané
v kazdém kroku metody. V [32, str. 410] se piSe, Zze obvykle miize byt norma tohoto
vektoru pouzita jako mira ,kvality“ pro korespondujici aproximaci a tato véta se zfejmé
nejvice zapsala do povédomi dalsich autort. Hodnoceni rezidua v8ak v [32, str. 410] dale
pokracuje: Nicméné, tato mira neni spolehliva, jelikoZ je mozné zkonstruovat priklady, kdy
norma rezidua roste v kazdém kroku. Misto toho zavadi v [32, str. 413] chybovou funkci
(kvadrat A-normy chyby), kterou povazuji za vhodného kandidata na méfeni kvality
aproximace. Hodnoty této funkce nelze obecné presné urcit, pouze odhadnout. Hestenes a
Stiefel neuvedli zddnou proceduru na zastavovani algoritmu. AvSak vztah mezi kvadraty
A-norem chyb, ktery prezentuji [32, (6:2)], mize byt pfimo pouzit, jak ukdzeme, k odhadu
A-normy chyby a tim i ke konstrukci zastavovaci procedury.

Myslenka odhadovani normy chyby v CG, ktera hraje vyznamnou roli pfi hodnoceni
konvergence viz. [1], [2], byla vzkiiSena a rozsifena pracemi Goluba a jeho spolupracov-
nikt. V [8] autofi vztahuji (s pouzitim starsich vysledkd, viz. reference v [8]) normu
chyby k Gaussové kvadratufe (a k jejim modifikacim). Pojeti uvedené v této praci se

61
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stalo zakladem pozdéjsiho vyvoje. Odhad normy chyby v itera¢nich metodach byl inten-
zivné studovan v mnoha pozdéjsich pracech, viz. napt. [11], [17], [19], [18], [38], [39], [7].
V [4] autofi uvazovali pfedpodminénou metodu sdruzenych gradientt a uvedli (znovuob-
jevili) [32, (6:2)] nezavisle na [32]. Bylo experimentalné pozorovano, ze numerické hodnoty
dané vyslednym odhadem jsou identické s hodnotami obdrzenymi z odhadu zalozeného
na Gaussové kvadratute, shoda vSak nebyla v [4] nijak vysvétlena.

Soustifedime se na dolni odhady A-normy chyby. Obsah této kapitoly je soucasti na-

Kapitola je strukturovana nésledujicim zptsobem. Sekce 3.1 uvadi ¢tenafe do pro-
blému, definujeme algoritmus CG a symetricky Lanczosiv algoritmus, které mohou byt
lehce odvozeny na zakladé vysledkt z prvni kapitoly, a ukazujeme jejich vztah k Gaussoveé
kvadratufe. V 3.2 uzijeme k vyjadreni vysledkti Gaussovy kvadratury hodnoty, jez mame
k dispozici z algoritmu CG. Tim ziskdme nékolik podob Gaussova kvadraturniho vzorce,
které jsou vSechny matematicky ekvivalentni a jez uzijeme v 3.3 ke konstrukci odhadu
A-normy chyby v metodé CG.

3.1 Metoda sdruzenych gradienti1 a Gaussova kvadratura

Uvazujme systém linearnich rovnic

Ax =0,

kde A € R™ ™ je redlnd symetrickd pozitivné definitni matice a b € R"™ vektor pravé
strany. Necht z( je podateéni aproximace feSeni. Zakladni mySlenka metody sdruZenych
gradientti (CG) spociva v tom, Ze urcuje j-tou aproximaci feSeni podminkou

T; € af()—l—,Cj(A,T'o)

3.1 T — X; = min xr—1u
(3.1 o —wjla = min e la,

t.j. minimalizuje A-normu chyby ||z —z;|a = ((z—=;), A(a:—xj))l/2 pres vSechny vektory
z variety xo + IC; (A, 1), kde

]Cj(A, ro) = span{ro, Arg, ... AjilT‘()}

je j-ty Kryloviv prostor generovany matici A a pocateénim reziduem rg, 7o = b — Axg.
Standardni implementace CG, kterd byla uvedena v [32, (3:1a)-(3:1f)] a kterou prezen-
tujeme jako algoritmus 3.1, mtize byt lehce odvozena z algoritmu 1.6 BiCG, uvaZzime-
li zjednoduSeni v rekurencich, ktera plynou ze symetrie matice A a z volby 79 = 7.
Pfipomenime, ze vektory rezidui {ro,r1,...,7j—1} tvoil ortogonalni bazi a smérové vek-
tory {po,pi,...,pj—1} A-ortogonalni bazi j-tého Krylovova prostoru IC;(A, o).
Dilezitou tlohu v nasem vykladu bude hrat blizky vztah mezi CG a symetrickym
Lanczosovym algoritmem [36]. Symetricky Lanczostv algoritmus 3.2 (SL) (jeho podobu lze
odvodit z algoritmu 1.2 NL) pocita pro matici A a vektor ry posloupnost ortonormalnich

vektorti v1,va, . ... Necht V; = [vy, ..., v;] zna¢i matici o rozmérech n x j, jez mé ve svych
sloupcich Lanczosovy vektory {v1,...,v;} a necht T; je symetrickd tfidiagonalni matice
ve tvaru
ar o
e}
(3.2) T, = b2 az
. /8]

Bi
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ALGORITMUS 3.1. Metoda sdruzenych gradienti (CG)

input zg, A, b for =0,1, ...
initialization (ri )
_ )

I (p: Ap.
rg = b—ALU() (p]7 pj)
o = 70 T4l = Tj+7Dj

T+l = 15— Ap;
5 — (rj+1,7j41)

J e

(rj,75)
Pj+1 = Tj+1+0jp;
end for

ALGORITMUS 3.2. Symetricky Lanczosiv algoritmus (SL)

input A, r for j=1,2, ...
initialization
Oéj = (A’Uj — ﬁjvj,l,vj)
wo=e wj = Avj —ajv; — Bjvj-1
v = 7o/|roll
50 Byt = ]
vit1 = wj/Bj+
end for

Potom lze psat algoritmus 3.2 v maticové podobé

(3.3) AV; = V;T; + fj1041¢]
kde e; je j-ty sloupec matice identity. Porovnéni algoritmu 3.1 s algoritmem 3.2 dava
.
viy1 = (=1 —L-
’ 7511

a rovnéz vztahy mezi rekurenénimi koeficienty

1 6,
i1 = — + ] ) 5—1 = 07 V-1 = 17
Vi Vi1
/5
Bjvz = ~—.
i
Konec¢né, uzijeme-li substituci
(3.4) T; =T+ Vj Yj
a ortogondlni vztahy mezi r; a bazi {v1,vs,...,v;} prostoru K;(A,rp), dostavame

= elllroll — V] AV,y; = exllroll — Tjy; -
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Aproximace feseni x; metody CG je tudiz urcena feSenim soustavy
(3.5) Tjy; = exllrol »

a naslednym uzitim (3.4).

Ortogonalni vztahy tvoii eleganci metody popsané v [32] a reprezentuji dilezitou
vlastnost spojujici CG se svétem ortogonalnich polynomii. Uzijeme-li algoritmus 3.1, mo-
hou byt j-té4 chyba resp. reziduum psany ve formé polynomu v maticové proménné A
aplikovaného na pocateéni chybu resp. reziduum

(3.6) z—xj=pj(A) (r—x0), 15=9j(A)ro, ¢;ecll

kde II; oznacuje t¥idu polynomu stupné nejvyse j s vlastnosti ¢(0) = 1 (konstantni ¢len
je roven jedné). Pfedpokladejme rozklad symetrické matice A ve tvaru

(3.7) A =UAUT, U©UUuT=UTUu=1

kde A = diag(\1,...,A\n) a U = [uq,...,uy] je matice, jez mé ve svych sloupcich norma-
lizované vlastni vektory matice A. Dosazenim (3.7), (3.6) do (3.1) dostavame

lz —zjlla = llg;j(A)(@ = zo)|la = min [[p(A)(z — zo)||a = min [lp(A)ro||s-1
pell; pell;
n 1/2
. (ro,ui)® o\
(3.8) = min {;:1 N7 (M) p -

Je zfejmé, Ze pro symetrickou pozitivné definitni matici A je rychlost konvergence CG
urcena rozlozenim vlastnich ¢isel matice A a velikosti komponent vektoru ry ve smérech
jednotlivych vlastnich vektort.

Podobné jako v (3.6), vj41 je uréen monickym polynomem 1);

1
viv1 = Vi(A)vy  —— |
= A
ktery je, jako v (3.8), uréen minimaliza¢ni podminkou
n 1/2
3.9 (A)vi]| = mi A)vi| = mi D2 e
69 @Al = min A M{DM v >}

kde M; oznacuje tfidu monickych polynomu stupné j.

Nyni se pokusime vysvétlit podstatu algoritmit CG a SL. Vzdy, kdyz uvazujeme néktery
z algoritmu 3.1 (CG) nebo 3.2 (SL), existuje posloupnost {1,%1,...,¢¥n}, m = 1,2,...
monickych ortogonalnich polynomt uréenych (3.9). Tyto polynomy jsou ortogonalni vzhle-
dem k diskrétnimu skalarnimu soucinu

(3.10) (fr9) = Y _wifA)g(N)
i=1
kde vahy w; jsou urceny vztahem
(3.11) W; = (vl,ui)Z, Zwi =1.
i=1

Pro jednoduchost oznaceni predpokladame, ze vsechna vlastni ¢isla matice A jsou ruzna
(pokud ma matice A néjaké ndsobnd vlastni ¢isla, je rozsifeni uvedené konstrukce ziejmé).
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Obrazek 3.1: Distribucni funkce w(\)

Necht jsou vlastni ¢isla matice A uspofddana vzestupné a necht ¢, £ jsou takova ¢isla, ze
(<A <A< < Ay <& Uvazujme distribuéni funkei w(A) s koneénym poctem bodu
rustu A, Ao, ..., Ap,

w(\) =0 pro A< AL,
k
wA) = > wi pro A <A< Agat,
i=1
wA) =1 pro A, <A,

viz. obrazek 3.1, a korespondujici Riemann-Stieltjestiv integral
E n
(312) [ FOe) =3 ern).
i=1

Potom mize byt (3.9) psano ve tvaru

¢ 1/2
(3.13) W :¢aer)%énin{/c zp?(A)dw(A)} ., j=0,1,2,...,n.

Ackoliv je distribu¢ni funkce w(\) po ¢astech konstantni funkce s koneénym poctem bodu
riustu a Riemann-Stieltjesuv integral (3.12) je koneénd suma, ukéze se pozdéji oznaceni
pomoci integralu velmi uzitecné.

Prvnich j krokt CG resp. SL s pocateénim vektorem ||rg||vy resp. v; uréuje symetric-
kou tfidiagonalni matici T; s kladnymi mimodiagonalnimi prvky (3.2). Pfedpokladejme,
analogicky k (3.7), rozklad symetrické matice T; ve tvaru

T; =U,;A;Uf, UjU; =U,UJ =1,

kde A; = diag()\(lj>, ... ,)\;-j)), U; = [u(lj), .. ,u;-j)]. Na matici T; se mizeme divat tak,
jako by byla urcena j-dimenziondlnim CG nebo Lanczosovym procesem pro matici T; a
vektor ||rp|le; resp. e1. Zfejmé potom muizeme opakovat konstrukei Riemann-Stieltjesova
integralu popsaného vySe pro tento j-dimenzionalni proces. Necht ¢ < )\(1]-) < )\g) <

.. ,)\;-j ) < ¢ jsou vlastni &isla matice T; (Ritzovy hodnoty, musi byt rzné, viz. napt. [46,
Kapilola 7]), a

J
@) _ (1))2 )
UJ/ = (elvui]) ] Zwi] =1
i=1
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necht jsou véihy uréeny jako ¢tverce velikosti komponent vektoru e; ve smérech vlastnich
vektorti matice T,

wP(N\) =0 pro A< Ay
wI(N) = wlw pro )\;j) <A< )\;jil,
i=1 _
wP(A) =1 pro )\;-’) < \.
Potom je prvnich j polynomt z mnoziny {1,1,...,%,} uréenych (3.13), rovnéz uréeno

podminkou zaloZenou na Riemann-Stieltjesové integralu s distribuéni funkei w@(\)

¢ 1/2
i = i 2(\) dw (X i =0.1,....7.
) 1/fluer%lrjmn{/cw()w() , i=0,1,...,j

Integral

(3.14) /j FQA) dw® (X) = Zj:wzgj)f@?))
i=1

je dobfe zndmé j-bodovd Gaussova kvadratura integralu (3.12), viz. napf. [16]. CG a SL
tedy produkuji posloupnost distribu¢nich funkei w™®(X), w@(A), ..., wP(A),... aproxi-
mujicich optimalnim zptisobem (ve smyslu Gaussovy kvadratury) origindlni distribuéni
funkci w(\), viz. [35], [60, Kapitola XV], [58].

Uvedené skuteCnosti jsou pomérné dobfe znamy. Gaussova kvadratura reprezentuje
klasicky ucebnicovy material a spojitost mezi CG a Gaussovou kvadraturou byla zdtraz-
néna jiz v originalni praci [32]. Je tedy néjaky divod pro opakovéani téchto skutecnosti
znovu v této praci? Véfime, ze pro to mame dobry diavod. Radi bychom zdtraznili na-
sledujici skute¢nost. Nejenze CG souvisi s Gaussovou kvadraturou (ve smyslu popsaném
vyse), CG je Gaussova kvadratura a tento fakt je klicovy pro pochopeni jak matematickych
vlastnosti tak chovani v kone¢né aritmetice. Je-li ddna matice A a vektor rg, jsou integral
(3.12) a jeho aproximace pomoci Gaussovy kvadratury (3.14), j = 1,2,... jednoznacéné
uréeny. Naopak, distribuéni funkce w()) jednoznaéné uréuje symetrickou tiidiagonalni
matici T; a pfes (3.5) a (3.4) CG-aproximaci z;.

Navic, pro funkci f(\) = A~! dostdvame z (3.8)

L 3
Wy
(3.15) Iz — xolla = llroll* ) sV ||7“o||2/C fA) dw(A),
i=1 "

a uzitim (3.3) s j = n,

Iz = zolla = (ro, A7 r0) = [Irol|*(er, Ty ter) = [lroll* (Tpy P -
Koneéng, pro f(A) = A1

£
(3.16) /< FO) dw(3) = (T )11

Opakovanim stejnych tvah a postupti pii aplikaci CG nebo Lanczosova procesu na T; a
startovaci vektor ||rglle; dostavame

13
(3.17) /< FO) (M) = (T )11
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Pouziti j-bodové Gaussovy kvadratury na (3.12) zapiSeme ve tvaru

3 13
(3.18) /C ) dw()) = /C ) dw (A) + R;(f)

kde R;(f) zastupuje chybu v Gaussové kvadratufe. V dalsim odstavci ukdzeme nékolik
riuznych cest, jak lze vyjadfit identitu (3.18).

3.2 Zakladni vztahy

Nasim zdkladnim cilem je ukézat souvislost rovnosti (3.18) s hodnotami, jeZz vystupuji
v algoritmu CG. Pfenasobime-li (3.18) ¢islem ||7o]|? a uzijeme-li volby f(\) = A~!, dosta-
vame

3 ¢
(3.19) |r0]2/ A ldw(\) = ||7’0||2/ A Hdw D () + |Irol PRy (A7),
¢ ¢

Uzijeme-li (3.15), (3.16) a (3.17), mizeme (3.19) psat ve tvaru

le = ol = Irol (T = Ilroll2(T;

D+ ol PR;(ATY)

V [19, pp. 253-254] bylo dokézano, ze chybu v Gaussové kvadratufe lze vyjadfit ve tvaru

e le—ala
BT =

a proto

(3.20) lz =20l A = Ilroll*(T; ) + [z — a4 -
Vztah (3.20) nefikd nic jiného, nez Ze hodnota j-té Gaussovy kvadraturni aproximace
integralu (3.16) je doplnék chyby j-té iterace CG procesu méiené pomoci ||z —z;|% /|Irol|>.
Tento vztah byl odvozen v [8] pouzitim teorie momentt. Byl tématem dalsich navazujicich
a rozsifujicich praci motivovanych odhadem normy chyby v metodé CG viz. [11], [17] a
[19], kde byl uzivan plné v kontextu s Gaussovou kvadraturou. Prace v tomto sméru
pokracovala a vedla na ¢lanky [18], [38], [39], [7].

Ve vSech pracech zminénych vyse byla Gaussova kvadratura vycislovana pomoci hod-
noty (Tj_l)n, kterou bylo nutné vypocitat. Zajimavé podoby vztahu (3.20) si povsiml
Warnick [66]. Uzijeme-li (3.5) a (3.4), dostavame

Irol*(T5 )11 = lroll e T exflrol

T - T —
Iroll of V3 T3 exllroll = (Irollen)” (V5T erllroll)

- rg(xj - xo) >

a (T;l)ll je dano jednoduchym skalarnim soucinem vektori, jez jsou k dispozici pfi
vypoctu CG algoritmem. Koneéné

(3.21) lz = wolfa = 75 (2 — z0) + o — ][4 -

Na tento zajimavy vztah jsme byli upozornéni profesorem Saylorem [51]. Nutno pozna-
menat, ze odvozeni vztahu (3.21) je zaloZeno na ortogonalnim vztahu vlTV] = ey, ktery
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v aritmetice s kone¢nou plati jen vyjimeéné. Tato skutec¢nost, jak objasnime v oddile 5.2.3,
komplikuje vyrazné pouziti vztahu (3.21) v praktickych vypoctech.

Vztah matematicky ekvivalentni k (3.21) lze odvodit jednoduchou algebraickou ma-
nipulaci bez uziti Gaussovy kvadratury. Plati

(3.22)  (z—x0)TA(x —x0) = (x—a;+x; —x0) Al — 0)
= (z—x;)TA(x — 20) + (2; — 20)T Az — x0)
= (v —a;)" Az — 25 + x; — 20) + (25 — m0) 70
= o —ajlfa + (x — 2;)" Alx; — z0) + 1 (x; — o)

= o —aj|a + 7] (x5 — x0) + g (x; — x0)
a tudiz

(3.23) lz = xolA = 7 (2 — x0) + 7 (wj — w0) + |l& — |4

Na pravé strané (3.23) se objevil, v porovnani s (3.21), novy vyraz ro(xj — xp), ktery je
v presné aritmetice roven nule. Jak bude ukazano v oddile 5.2.2, tento vyraz bude mit
dilezity korekéni efekt v aritmetice s kone¢nou presnosti.

Vztahy (3.20), (3.21) a (3.23) reprezentuji rizné matematicky ekvivalentni podoby
vztahu (3.19). Zatimco v (3.20) je j-bodova Gaussova kvadratura vyjadiena jako (T;l)ll,
v (3.21) a (3.23) je jeji hodnota poéitana pomoci skaldrnich sou¢ini vektort, které jsou
k dispozici béhem itera¢niho procesu.

Avsak, jak bylo zminéno v ivodu, existuje daleko jednodussi vyjadreni A-normy chyby
v metodé CG ekvivalentni s (3.19). Je velmi prekvapujici, ze ackoliv je kli¢ovy vztah uveden
v puvodni praci Hestenese a Stiefela [32, Véta 6.1, vztah (6:2), p. 416], nebyl tento vztah
(alespon podle toho, co je ndm znamo) nikdy vztazen ke Gaussové kvadratufe a rovnéz
nebyl nikdy citovan. Vzhledem k jeho dulezitosti uvadime jeho odvozeni. Z definice A-

normy a z algoritmu 3.1 plyne

oz —@l|i = lo — ziralla = o] Awy—22] b— 2] Azip + 23], b
= —/p] Ap; + 2vip] (b — Axy)
= yillrll?.

Konecéné, pro 0 < j <k <n, je

k-1 k-1
(3.24) lz =214 = llz —2la =D (e = zillz = e = zin|R)= D villrill?,
i=j i=j
a (3.19) lze psat ve tvaru
j—1
(3.25) lz —@olla = D illrll® + e — 514
i=0

Souéet vyrazii ;||r;||? 1ze jednoduse uréit z algoritmu metody CG; ¢initelé ; a ||r;]|? jsou
k dispozici v kazdém itera¢nim kroku. Nutno podotknout, Ze pfi odvozovani (3.24) jsme
pouzili pouze lokalni ortogonality mezi po sobé jdoucimi rezidui a smérovymi vektory a
vztahu mezi rekurzivnim a skuteénym reziduem. Vyhnuli jsme se pouziti vzajemné orto-
gonality mezi vektory s obecné rtiznymi indexy. Tato skutecnost bude velmi podstatna pri
zkoumani vlivu zaokrouhlovacich chyb na vztah (3.24) v kone¢né aritmetice, jak uvidime
v oddile 5.2.1.
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Poznamenejme, ze (3.25) lze odvodit i jinym zptisobem, viz. napi. [4]. Uvédomime-li
si, ze plati

7—1 n—1
x; :xo—i-Z’Yz’pu x=$o+2%’pi7
i=0 1=0

miZeme na zakladé A-ortogonality mezi smérovymi vektory vyjadrit kvadrat A-normy
j-té chyby ve tvaru

n—1 n—1
|z — z5lia =Y il Api = illrall®.
i=j =7

Vyjadiime-li analogickym zptisobem i kvadrat A-normy pocateéni chyby, odvodime jed-
noduchou algebraickou manipulaci vztah (3.25). Uvedenym postupem jsme chtéli pou-
kazat na skutecnost, ze samotné pouziti globalni ortogonality resp. A-ortogonality pfi
odvozovani formule nemusi nutné vést k tomu, ze vysledny vztah v konec¢né aritmetice
neplati. Nevhodné volba postupu pti odvozeni formule vSak vzdy komplikuje jeji analjzu
v konecéné aritmetice.

3.3 Odhad A-normy chyby

Nasim cilem je v kazdém itera¢nim kroku j odhadnout A-normu chyby ||z — z;]A.
Pouzijeme-li mySlenku publikovanou v [19, pp. 28-29], muZe byt vztahu (3.20) vyuzito
pfi odhadovani A-normy chyby v CG néasledujicim zptusobem. Uzijeme-li (3.20) a pfedpo-
kladu ||z — zo/|% = l70l|?(T;;1)11, dostévéame

o= al% = lroll® [(Ta ) = (T -

V [19] bylo navrzeno nahradit nezndmou hodnotu (T;')1; jiz vypoctenou (T} ')11 pro
néjaké k, k > j. Uvedeny napad vSak nebyl v [19] plné rozvinut a jeho pouziti v arit-
metice s konecnou presnosti bylo pouze omezené. Numericky vhodny postup vypoctu
rozdilu (T} )11 — (Tj_l)n byl navrzen az v praci [18]. K uvedenému problému se vratime
v oddile 5.1.

Nyni zobecnime myslenky uvedené v [19] a [18]. Odec¢teme-li vztahy (3.19) pro ¢isla
iteraci j a j+d, kde d je pfirozené ¢islo, eliminujeme neznamy integral (3.16) a dostaneme

3 . € .
Irol2R; (A1) = ||7"o||2( /< AL dwt (A - /< A-ldw<f><A>)+||ro||2Rj+d<x1>.

Podobné uzitim (3.20), (3.21), (3.23) a (3.25) dostaneme

(3.26) |z =zl = llrol* (T; ) — (T; Dl + 2 — zjpalla
(3.27) |z —zjla = 70 (xjra —25) + Iz — z51alla
(3.28) |z — jlla = 7§ (@jra — x;) — 7] (2 — 20) + )4 a(Tjrd — To)
+ |l = zjyala
a
jtd—1
(3.29) lz = zla = D vulril® + o — 2jpalla -

=7
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Pfipomerime nyni, Ze pro symetrickou pozitivné definitni matici A je A-norma chyby
ostfe klesajici. Je-li d voleno tak, ze

(3.30) 2 — ;A > llz — zj4alla

potom zanedbanim |z — zj44/|4 na pravé strané rovnic (3.26), (3.27), (3.28) a (3.29)
ziskdme dolni odhad A-normy chyby v j-tém kroku, ktery za predpokladu (3.30) rozumné
aproximuje A-normu chyby. Oznacime-li

(3.31) nja = Ilrol® (T — (T D,
(3.32) pia = 70 (@jya — ),
(3.33) Vja = 10 (Tj4d — ;) — ] (x5 — T0) + 7 4(Tj4d — To)
a
jtd—1
(3.34) via = Y 7illnl®,
i=j

ziskdme odhady 1;4, itj 4, U4 @ vjq druhé mocniny A-normy j-té chyby, jez jsou skrze
(3.19) spojeny s Gaussovou kvadraturou. Jak je vidét, odhady f; 4, ¥4 a vj4 jsou jed-
noduse pocitatelné. K jejich vyjadreni potfebujeme hodnoty z nasledujicich d iteraci a
ziejmeé tedy v iteracnim kroku j 4 d ziskdme aproximaci A-normy chyby z kroku j.

Ze vztahu (3.26), (3.27), (3.28) a (3.29) je zfejmé, ze v presné aritmetice plati

(3.35) Njd = Wjd = Vjd = Vjd -

V aritmetice s kone¢nou presnosti se vSak ztraci ortogonalita resp. A-ortogonalita a do-
konce i linedrni nezavislost mezi pocitanymi rezidui resp. smérovymi vektory. Disled-
kem toho nebude vztah (3.35) v konec¢né aritmetice platit a rizné odhady budou davat
rizné informace o konvergenci. Velmi dilezity je rovnéz fakt, Ze hodnoty pocitané po-
moci (3.19)-(3.23) a (3.26)—(3.29) se mohou zasadné lisit od svych proté&jski pocitanych
v pfesné aritmetice a je tedy na misté otadzka, zda maji vyse uvedené vztahy néjaky vy-
znam pro hodnoty pocitanée v aritmetice s konecnou presnosti. Kazda prace pojednavajici
o tomto tématu by se méla vazné zabyvat uvedenou otézkou a jejim zodpovézenim pro-
kazat, ze uvedené vysledky a vztahy jsou korektni i v aritmetice s koneCnou piesnosti.
Pro vztahy (3.20), (3.26) a n; 4 je odpovéd (s jistym omezenim) uvedena v [19]. Dfive nez
vysvétlime a rozsifime analyzu zaokrouhlovacich chyb na ostatni odhady, pfipomeneme
struéné v nasledujici kapitole zakladni vysledky tykajici se chovani CG a SL v aritmetice
s koneénou presnosti a podrobné popiseme a odhadneme zaokrouhlovaci chyby vznikajici
pri aplikaci algoritmu CG v kone¢né aritmetice.
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N asazeni CG na pocitacich s konecnou aritmetikou s sebou p¥ineslo
radu problémi. K jejich Tesent bylo nezbytné pochopit chovdni a ma-
tematicky model CG v koneéné aritmetice. Popiseme, jok matematicky mo-
del CG v konecné aritmetice vznikal, vysvétlime jeho zdkladni myslenku a
zformulujeme princip zpozZdéni. Formdlne popiseme chyby vznikajici pri vy-
poctu koeficientu a vektori algoritmu CG v konecné aritmetice a odhadneme
velikosti téchto zaokrouhlovacich chyb. Budeme se zabyvat problémem za-
chovdni lokdlni ortogonality. Poznatky z teto kapitoly vyuZijeme v kapitole 5
pTi analyze odhadi A-normy chyby v konecné aritmetice. Zdvér kapitoly
pati numerickych experimentum ve kterych ukazujeme, Ze odhady vznika-
jicich zaokrouhlovacich chyb jsou casto velmi nadhodnocené a zabyjvame se
moznosti jejich zeslabent.

Hestenes a Stiefel [32] si byli dobfe védomi vlivu zaokrouhlovacich chyb. Sami pisi
v [32, str. 441], ze zaokrouhlovaci chyby se neprojevi jen za velmi neobvyklych okolnosti
a Ze aproximace x,, kterd by v pfesné aritmetice byla feSenim, je pouze jeho aproximaci,
jez mize byt dale vylepSovana pokracovanim algoritmu. Uvazovali CG jako iteracni me-
todu. Zdtraznéni odpovida rozporu s obecné a ¢asto prezentovanym nazorem, Ze metoda
CG byla ptavodné chipana jako metoda finitni a jeji itera¢ni charakter byl ,objeven“ az
v [47] (viz. diskuse v [47]).

Je nutné si uvédomit, Ze algoritmy metod vytvorenych v exaktnim matematickém svété
mohou v konecné aritmetice plné zménit své chovani a pocitat hodnoty, které nesouvisi
se svymi idedlnimi vzory. Skutecnost, ze vypocty algoritmu neztraci svoje zakladni vlast-
nosti a ze se na né muzeme spolehnout i v kone¢né aritmetice je vzdy nutné dokazat, coz
znamena, ze je potfeba vytvorit matematicky model vypocta algoritmu v koneéné arit-
metice, jak se to povedlo na zakladé praci [22], [28] u metody sdruzenych gradientti. Prace
vlastné fikaji, Ze metoda CG zlstava metodou CG i v konec¢né aritmetice, je jen trosku de-
formovana a dochézi ke zpozdéni, nikoliv ztraté, konvergence. V pfirovnani bychom celou
situaci mohli chapat tak, ze jdeme po ledé, ob¢as nam to podklouzne, tudiz udélame vice
krokt nez kdybychom $li po pevné zemi, ale vidy dojdeme ke stejnému cili. Tim jsme
stru¢né vysvétlili problém CG versus konecna aritmetika, ktery v této kapitole na zékladé
praci [22], [28], [57], [59] popiSeme podrobnéji.

Pri nasi dalsi diskusi potfebujeme rozlisit, kdy hovorime o hodnotach vypoctenych
algoritmem CG v koneéné aritmetice a kdy o idealnich (pfesnych) hodnotach uréenych
algoritmem CG v pfesné aritmetice. Abychom zjednodusili diskusi, zavedme néasledujici
oznaceni. Pod pojmem idedlni CG budeme rozumnét algoritmus CG v presné aritmetice.
Hodnoty uréené idealni CG budeme oznacovat jako idedlni nebo presné. Pod oznacenim
(FP)CG budeme rozumnét algoritmus CG aplikovany v koneéné aritmetice (finite precision
arithmetic) a o hodnotach uréenych timto algoritmem budeme hovofit jako o hodnotéch
vypoctengch.

Kapitola ma néasledujici strukturu. V sekci 4.1 vysvétlujeme matematicky model vy-
poc¢ttt metody CG v konec¢né aritmetice a v néasledujici sekci 4.2 diskutujeme o zpozdéni
konvergence zptsobené zaokrouhlovacimi chybami. Na zakladé standardniho modelu arit-
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metiky s pohyblivou fadovou ¢arkou odhadujeme v 4.3 zaokrouhlovaci chyby vznikajici
pfi vypoctu algoritmu v jednotlivych rekurencich. V sekci 4.4 se zabyvame lokalni ortogo-
nalitou mezi reziduem a smérovym vektorem z nasledujici iterace a vysledek formulujeme
ve vété 4.1 (bude vyuzit v kapitole 5). V 4.5 nasleduji numerické experimenty, které
ukazuji, jaké zaokrouhlovaci chyby vznikaji pfi redlnych vypoctech algoritmu CG.

4.1 Matematicky model CG v konecné aritmetice

Matematicky exaktni svét je vhodny k vytvareni novych myslenek, postupi a metod. Po
jejich pfipadné aplikaci v praxi (napf. pfi poéitani v koneéné aritmetice pocitace) se mize
stat, ze vypocet s pouzitim daného algoritmu se od svého idealniho vzoru v mnoha ohle-
dech lisi a je ho nutné opét matematickymi prostfedky popsat, vytvorit jeho matematicky
model.

Preneseme-li algoritmus CG resp. SL do prostfedi kone¢né aritmetiky, zjistime, Ze or-
togonalita mezi poc¢itanymi vektory {v1,...,v;} se obvykle velmi rychle vytraci, dochazi
dokonce k jejich linearni zavislosti a néasledkem toho ke ztraté finitnosti metod. Po dlou-
hou dobu se zdalo, Ze zaokrouhlovaci chyby zni¢i vSechny dobré vlastnosti jimiz metody
vynikaji. Navzdory tomu vSak obé davaly rozumné vysledky.

Prvni krok na dlouhé cesté k pochopeni chovani CG v konec¢né aritmetice provedl
Paige, ktery se ve své disertacni praci [41] zabyval otazkou ztraty ortogonality. Dokézal, Ze
ztrata ortogonality je mozna pouze ve smérech konvergujicich Ritzovych vektoru ZZQ ). Vice
detailtl je mozné nalézt v [41], [42], [43], [44]. Jeho préace vytvorily zdklad, na kterém se
dalo dale stavét, mohl zacit vznikat matematicky model chovani CG v konecné aritmetice.

Podstatny krok v tomto sméru vykonala Greenbaum ve své praci [22]. Abychom zkra-
tili nasi diskusi, zaméime se pouze na symetrické pozitivné definitni matice A a na metodu
sdruzenych gradientt (detaily obsahujici informace o symetrickém Lanczosové algoritmu
mohou byt nalezeny v [22] a [28]). Pfedpokladejme pouziti CG k FeSeni systému linearnich
rovnic Az = b na pocitaci, ktery pouziva aritmetiku s konecnou presnosti reprezento-
vanou strojovou piesnosti e. V [22] je ukézadno, Ze pro zvolené j jsou A-normy chyby
|z — z;]|a v krocich 1 az j velmi blizké A-normém chyb ||Z — ;| z, jeZ jsou urceny idelni
CG aplikovanou na jisty symetricky pozitivné definitni systém A (7)z(j) = b(j). Tento
systém a pocateéni aproximace To(j) zavisi na iteraénim kroku j (pro jednoduchost bu-
deme vyjadiovat tuto zavislost pouze bude-li to nutné). Matice A je vétsi nez matice A.
Jeji vlastni ¢isla musi lezet ve velmi malych intervalech okolo vlastnich ¢isel matice A a,
jak bylo dokdzéno v [56], pro kazdé vlastni ¢islo matice A musi existovat alespoi jedno
blizké vlastni ¢islo matice A. Navic pro kazdé vlastni ¢islo \; matice A, i =1,...,n (po-
dobné jako v oddilu 3.1 predpokladame, bez Gjmy na obecnosti, Ze vSechna vlastni ¢isla
matice A jsou riizna) jsou vahy w; = (v1,u;)? rovny souétu vah piislusnych k vlastnim
¢islim matice A, kterd jsou soustfedéna v blizkosti ;.

Uzijme terminologie Gaussovy kvadratury, viz. oddil 3.1 a 3.2. Vztahy (3.15)—(3.20)
ukazuji, ze konvergence idealni CG, méfend A-normou chyby, je urc¢ena Gaussovou kvad-
raturou pro Riemann-Stieltjestv integral

(4.1) /g A dw(N),

¢

s monoténni po ¢astech konstantni distribuéni funkci w(A). Funkce w(A) mé n bodu
ristu Aq,..., A\, (vlastni ¢isla matice A) s velikosti skokl wy,...,w, (étverce velikosti
komponent v v bazi vlastnich vektort, viz. obrazek 3.1). Distribu¢ni funkce w(\) uréenéd
A, ba7 (piislusna k j kroktim (FP)CG) m4 mnoho bodi riistu, jez jsou umistény v okoli
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vlastnich ¢isel pivodni matice. Tato distribu¢ni funkce aproximuje puvodni distribuc¢ni
funkci w(\) uréenou pomoci A, b a xg. Vysledky Gaussovy kvadratury aplikované na

Riemann-Stieltjestv integral
£
/ M Ldm(N),
¢

potom urcuji, s pripadnou malou nepresnosti, konvergenci (FP)CG aplikované na Az = b.

Drive nez budeme pokracovat dale, musime komentovat pojmy ,velmsi blizke*, ,velmi
malych“ a s pripadnou malou nepresnosti, které byly uzity vyse. Formulace vztahii mezi
A, b, z0a A, b, To v lancich [22], [56] a [19] obsahuje vyrazy, jez jsou vztaZeny riznym
komplikovanym zptsobem ke strojové presnosti . Aktualni velikost vyrazi, jez se vy-
skytuji v uvedenych pracech neni dilezita; spise dokumentuje obecné technické problémy
vznikajici pii analyze zaokrouhlovacich chyb zptisobené manipulaci s komplikovanymi vy-
razy nez ze by fikala néco o presnosti popsanych vztaht. Podstatny je zakladni pohled,
ktery byl (Gasto velmi slabymi) odhady zaokrouhlovacich chyb vytvofen. Na vypocty
(FP)CG pro systém Ax = b lze (s jistou malou nepfesnosti) hledét jako na vypocty ide-
alni CG pro uréity systém Az = b. Numerické experimenty ukazuji, Ze pfesnost této relace
je daleko vétsi, nez technicky komplikované teoretické vypocty v [22] dokazuji.

Analyza zaokrouhlovacich chyb v CG ve smyslu zpétné chyby (zalozend na transformaci
zaokrouhlovacich chyb v jednotlivych iteracich v modifikaci originalnich vstupnich dat),
kterou jsme dosud prezentovali, muze byt shrnuta nasledujicim zptsobem. Pro vypocty z j
krokti (FP)CG aplikované na systém Az = b existuji jisté A(5), Z(5), b(4) a To(j), uréené
pro konkrétni zaokrouhlovaci chyby (objevujici se v prvnim az j-tém kroku) s vlastnostmi
popsanymi vyse. Zavislost A, Z, b a Tp na j a na konkrétnich zaokrouhlovacich chybach
omezuje dalsi aplikaci tohoto pojeti. Pro k > j nejenze se korespondujici A(k), Z(k), b(k)
a ZTo(k) lisi od A(5), Z(j), b(j) a To(j), ale dokonce mohou mit podstatné riizné dimenze.

Pro ptekonani této obtize, bylo v [28] navrzeno zkonstruovat pro dany systém Az = b
a pocatecni prlbhzenl xo daleko rozsahlejsi systém A =bs pocatecni aproximaci T,
kde matice A ma velké mnozstvi vlastnich ¢isel v malych intervalech, jejichz stfedem jsou
puvodni vlastni ¢isla. Navic pozadujeme, aby soucet vah uréenych A, b a i korespondu-
jicich k i-tému intervalu byl roven véze w; uréené pomoci (3.11). Velikost téchto intervala
by méla byt imérna ¢||Al|; konstanta tmeérnosti nehraje dilezitou roli. Pocet vlastnich
¢isel matice A piislunych k jednotlivym vlastnim &sléim matice A rovnéz neni dilezity
za predpokladu, Ze jejich pocet je vétsi nez mozny pocet Ritzovych kopii, které mohou
aproximovat kazdé individudlni vlastni éislo matice A pfi vypoctech (FP)CG. Uvazujeme-
li pocet iteraci (FP)CG aplikované na Az = b omezeny ¢islem m, potom kazdy ze shluku
vlastnich ¢isel matice A miize byt napfiklad zvolen tak, ze obsahuje m vlastnich ¢isel, coz
dévé celkovou dimenzi A rovnu n % m.

Toto zobecnéni miize byt zdivodnéno nasledujicim zpisobem. V [22] bylo dokézano,
ze idedlni rekurence pro matici, jejiz vlastni ¢isla jsou shroméazdéna v malych interva-
lech obsahujicich ptvodni vlastni ¢isla A;, ¢ = 1,...,n, mohou byt povazovany za lehce
pozménéné rekurence pro matici A (a korespondujici b, ). Pii vypoctech v aritmetice
s konecnou presnosti je toto pozménéni vysledkem vlivu zaokrouhlovacich chyb. Dikladné
vySetfovani (Grear [21], Simon [53], [52]) ukézalo, Ze ztrata ortogonality (jez muze byt
povazovana za primarni dusledek elementarnich zaokrouhlovacich chyb a ktera urcuje
v8echny dalsi rozdily mezi pozménénymi a idedlnimi rekurencemi) je v podstaté nezavisla
na presnosti elementarnich poruch v rekurencich CG v jednotlivych itera¢nich krocich.
S uvazenim uvedenych argumentii mize byt idealni CG aplikovand na konkrétné zkon-
struovany systém A (5)Z(j) = b(j) povazovana (s piipadnou malou nepfesnosti) za idealni
CG aplikovanou na ,univerzalni“ systém Az =10 (a obé mohou byt povazovany za lehce
pozménéné rekurence idedlni CG pro Az = b s nevyznamnymi rozdily mezi korespon-
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Obrazek 4.1: Distribucni funkce w(\)

dujicimi individudlnimi poruchami). Tudiz idedlni CG pro ,univerzalni“ systém Az =b
modeluje (FP)CG aplikovanou na systém Az = b.

Shrneme-li vse, (FP)CG muze byt v podstaté povazovana za idealni CG aplikovanou na
modifikovany problém Ai = l;, pro ktery je konvergence urc¢ena Riemann-Stieltjesovym
integralem

(4.2) /C ‘ AL do(N),

s distribuéni funkei @(A), kterou ziskdme z w(A) rozmazdnim jednotlivych bodu \;, i =
1,...,n do (pokud mozno nekone¢né) mnoha bodi rustu, jez se nachazeji v tésné blizkosti
kazdého \;, pficemz celkové velikost pFirtistku v okoli \; je rovna w; (ziistava zachovana).
Kazda @(A) spliujici tyto dvé podminky déava podobné vysledky. Z pochopitelnych dtvodu
predpokladdme, Ze matice A neni blizkd numericky singuldrni matici, t.j. 0 < ¢||A|| < ¢
(potom je k(A) = Ay/A1 < [|A]/¢ < 1). Funkce A™! je hladkou monoténni funkei na
intervalu (¢, ¢) a tudiz vysledky Gaussovy kvadratury pro Riemann-Stieltjestv integral
s distribuénimi funkcemi, jez jsou vzajemné velmi blizké (spliujici podminky pro @&(\))
musi rovnéz byt velmi blizké. Je dilezité poznamenat, ze predchozi vyrok plati obecné za
predpokladu, ze pocet uzli v Gaussové kvadrature neni vétsi nez pocet bodu ristu roz-
mazané distribucni funkce v kazdém z intervalii. Tato podminka je trividlni a bez jmy
na obecnosti predpokladame, Ze je splnéna. Uvedeny argument reprezentuje dalsi zda-
vodnéni pro nahrazeni konkrétniho systému A (j)Z(j) = b(j) ,univerzalnim® systémem
AZ = b. V disledku toho mtizeme povazovat distribu¢ni funkei W(A) z (4.2) za spojitou
funkci dobfe aproximujici originalni skokovou funkei w(A), viz. obréazek 4.1.

Pojeti v [28] je neobvyklé. Vypocetni vlastnosti metody CG aplikované na dany systém
Az = b v konecné aritmetice charakterizované strojovou pfesnosti € jsou modelovany
pomoci klasické matematické teorie Gaussovy kvadratury pro urcity Riemann-Stieltjestv
integral. Hodnoty vypovidajici o konvergenci CG metody v aritmetice s kone¢nou pfesnosti
ziskame jako idedlni matematické vysledky Gaussovy kvadratury.

4.2 Zpozdéni konvergence

Je dobrfe znamo, ze v disledku ztraty ortogonality je v kone¢né aritmetice konvergence
CG metody zpozdéna. Nejasny princip zpozdéni konvergence muze byt nyni formalizovan
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a matematicky zdtvodnén.

V presné aritmetice je rychlost konvergence CG aplikované na systém Az = b dana
vztahem (viz. (3.20), (3.17))

I G

w
(43)  Jz—aola — llz—=zlfa = [roll*>
=1

ﬁj) (presna aritmetika) ,
i
kde prava strana reprezentuje vysledek j-té Gaussovy kvadratury pro Riemann-Stieltjestuv
integral (4.1) nasobeny ||ro]|?. V koneéné aritmetice ndm na$ matematicky model dava
(pouze s malou nepfesnosti) pokles A-normy chyby pro aktudlné poéitanou aproximaci
x; jako vysledek idealni j-bodové Gaussovy kvadratury pro (4.2),

J d)(j)
(4.4) |z — z0l|a — Iz — 2|5 = [ol? Z L+ O(e) (kone¢n4 aritmetika) ,

3\ @)
i=1 >‘z

kde O(e) reprezentuje malé ¢islo tmérné strojové presnosti e.

Vysledek (4.4) Gaussovy kvadratury aplikované na (4.2) muze byt velmi rozdilny od
vysledku (4.3) Gaussovy kvadratury aplikované na (4.1). To miZeme nahlédnout nésle-
dujicim zptisobem. Uvazujme rozmazanou distribuéni funkei w(\). Potom miize j-bodovéa
Gaussova kvadratura umistit nékolik korent korespondujicich ortogonalnich polynomi
(viz. (3.10)) blizko né&jakého vlastniho ¢isla matice A (tento jev je zpusoben faktem, zZe
existuje interval ristu @(\) okolo kazdého A;). Ekvivalentné, pfi vypoétech v koneéné
aritmetice mize nékolik kopii Ritzovych hodnot aproximovat jedno vlastni ¢islo A; a
kazdé dalsi Ritzovo ¢islo aproximujici jiz dobfe aproximované vlastni ¢islo vzdy znamena
néjakou dalsi nadbytec¢nou informaci v aproximaci vlastniho vektoru a pripadnou dalsi
numerickou ztratu linedrni nezavislosti mezi Lanczosovymi vektory vq,va,.... Rozlozeni
puvodnich vlastnich ¢isel Aj,..., A\, urcuje, skrze rozmazanou distribuéni funkci ©(\),
frekvenci vytvareni nadbytecnych kopii jednotlivych vlastnich ¢isel a ztratu numerické
dimenze pocitanych Krylovovych prostorti. Vynechdme podrobnosti technického charak-
teru, viz. [58]. Abychom dostali podobny vysledek jako j-bodova Gaussova kvadratura
pro ptvodni integrél (4.1), mtze Gaussova kvadratura pro (4.2) s rozmazanou distribu¢ni
funkei @(\) potfebovat vice nez j-uzli, jelikoz nékteré z uzli jsou vyplytvdny pti vytvareni
prebytecnych kopii.

Piedpokladejme vysledek (4.3) j-bodové Gaussovy kvadratury pro (4.1). Aby platilo

mom G
3 ~ 4

(4.5) Z 0m Z G
i=1 "\ i=1 7t

pro né&jaké m, potfebuje Gaussova kvadratura pro (4.2) alespon m = j + A(j) kroku,
kde A(j) je pocet uzli umisténych v blizkosti jiz aproximovanych vlastnich ¢isel. Nao-
pak, je-li ddno m, muzZe byt korespondujici hodnota j pfiblizné uréena jako (numericky)
tfad matice n X m, jejiz sloupce jsou tvofeny pocitanymi aproximacemi vlastnich vektori
matice A (a ten je pfiblizné roven numerickému fadu matice poéitanych Lanczosovych
vektortt V,,,). Vysledkem nasich avah je princip zpozdéni: Zpozdéni konvergence (FP)CG
je uréeno rozdilem mezi ¢islem iterace m a numerickym r7ddem matice pocitanych Lanczo-
sovych vektori V,,. Jingmi slovy, drovné presnosti dosazené v m krocich (FP)CG by bylo
dosaZeno v j krocich presné CG, kde j je rovno (numerickému) fddu pocitané matice V,,.
Ackoliv nékteré technické detaily stéle cekaji na objasnéni (viz. [58]), je uvedeny model
dobie ospravedlnén teoretickymi vysledky a potvrzen numerickymi experimenty.
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Na obrazcich 4.2 a 4.3 demonstrujeme numericky chovani CG v konecné aritmetice a
princip zpozdéni. Na obrézku 4.2 znazortiujeme vysledky z poéitani (FP)CG pro matici
A = QAQ7, kde Q je ortogonalni matice, ktera vznikla z QR-rozkladu nahodné genero-
vané matice (pocitané piikazem randn(n) v systému MATLAB), a A = diag(A1,...,\n)
je diagonélni matice s vlastnimi ¢isly \; pocitanymi podle predpisu

- |
(4.6) A=A+ Z_I(An—)\l)pn_l, i=2,...n—1,

n
viz. [56]. Zvolili jsme n = 48, \; = 0.1, A, = 1000, p = 0.9, z = (1,..., )T, b = Az
axg = (0,...,0)T. Hodnoty pocitané idealni CG jsme modelovali pomoci CG v konec¢né
aritmetice s dvojnasobné reortogonalizovanymi reziduovymi vektory (viz. [28]). Tyto hod-
noty zna¢ime pomoci (E). Na obrazku 4.2 vidime, Ze ¢erchovana kfivka A-normy chyby
(E) CG muze byt velmi odlisnad od kfivky A-normy chyby v (FP)CG, zakreslené plnou
¢arou. Ke ztraté ortogonality mezi (FP) Lanczosovymi vektory (teckovand kiivka) méfené
Frobeniovou normou ||I—V;‘FVj || dochézi po par iteracich. Ztréata ortogonality mezi Lan-
czosovymi vektory, jez jsou pocitany CG algoritmem s dvojnasobné reortogonalizovanymi
reziduovymi vektory je zakreslena teckami. Zustava, jak je dobfe vidét, na trovni blizké
strojové presnosti. Experimenty byly provedeny v programovém systému MATLAB 5.1
na osobnim poéitaci se strojovou piesnosti ¢ &= 2.2 x 10716,

Pro demonstraci principu zpozdéni jsme pocitali pro kazdy krok m (FP)CG numericky
fad j(m) poéitané matice V,,, (podrobnéji, j(m) je zde uréeno jako pocet singuldrnich
hodnot matice V,,, které se nachazeji pod urcitou hranici, feknéme 0.1, coz indikuje, zZe
V., nemé vice nez j(m) sloupct, které jsou silné linedrné nezavislé). Potom jsme posu-
nuli bod na (FP) konvergenéni kiivce horizontdlné z iterace m do iterace j(m). Vysledky
jsou ukézany pro A-normu chyby (¢arkované kiivky), euklidovskou normu chyby (plné
kiivky) a relativni reziduovou normu (tec¢kované kiivky) na obrazku 4.3. Porovnani cer-
chované kfivky na obrazku 4.2 s posunutou ¢arkovanou kfivkou na obrazku 4.3 ukazuje
témeér aplnou shodu. Podobnou shodu je rovnéz mozno vidét na ostatnich konvergenc¢nich
charakteristikich (korespondujici k¥ivky na obrazku 4.2 jsme neznazorniovali).

4.3 Predpoklady a odhady zaokrouhlovacich chyb

Podobné jako v oddile 4.1 uvazujeme, Zze matice A je dostatecné vzdalend od matic
numericky singularnich, t.j.

(4.7) K(A) < et

Ptipomenme, Ze matice A je symetrickd a pozitivné definitni a proto plati

a podobné
AT =Nk AT = 200 = AT,

kde Apin @ Admaz jsOu nejmensi a nejvétsi vliastni ¢islo matice A. A-normu chyby mizeme
vyjadrit ve tvaru

Iz — zj]|a = | AV (@ — z))].
V nésledujicim textu zvolime zptisob popisu CG v konecné aritmetice a budeme se vénovat
odhadu velikosti zaokrouhlovacich chyb, které pfi vypoctech vznikaji.

Model aritmetiky s pohyblivou fadovou éarkou. Pro jednoduchost a piehlednost
nasich tvah budeme pfi zavislosti na strojové presnosti € uvazovat pouze vyrazy zavislé
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linedrné. Cleny imérné vyssim mocnindm e budeme zahrnovat do vyrazit O(g2). Pfedpo-
kladame nasledujici standardni model aritmetiky s pohyblivou fadovou ¢arkou, viz. napr.
[33, (2.4)], reprezentovanou strojovou pfesnosti e

(4.8) fifa o b] = (a o b)(1+9), 9] <e.

Symbol o zastupuje operace s¢itani, nasobeni a déleni, a a b jsou ¢isla v uvazované konec¢né
aritmetice a flja] oznacuje, Ze vypocet a je provadén v koneéné aritmetice. Na zakladé
tohoto modelu plati pro vektory v a w a pro ¢islo « tyto standardni vysledky (viz. [20]
nebo [23])

(4.9) law —filav]] < elflav],
(4.10) lv+w—fifv+wl| < e([ol + [lwl),
(4.11) |(v,w) = f[(v,w)]| < n(e+OE) v lw].

Nésobime-li vektor p; matici A v konecné aritmetice, vznikd chyba, kterou lze vyjadrit
nasledujicim vztahem

(412) ﬂ[Apj] = Apj + 6Ajpj,
kde Aj je matice n x n a velikost jejich prvki Ei%) je ohranicena velikosti prvki a;; ptivodni
matice A, plati

@) | < la]-

Normu chyby e ;&jpj l1ze odhadnout néasledovné
le Ajpill < ecllAlllp;ll-

Je-li A matice s nejvyse m nenulovymi prvky na fadku a je-li souc¢in matice-vektor pocitan
standardnim zpusobem, je

c:mnl/z.

Lokalni chyby v rekurencich. Pii vypoctech v aritmetice s koneénou pfesnosti l1ze
hodnoty pocitané metodou CG popsat nasledujicim zptisobem

(rj,75)

(.13) T (v Apy) Y
(4.14) Tiy1 = Tj+7p; el
(4.15) Tivl = T — Apj + € l;,

(rj41,7j41) 5
(4.16) §; = LA Titl) | 8

T () ’

(4.17) Pj+1 = Tjy1+ 5]' p;t+e€ l?

Zde e(j ae (]‘-5 znaci lokilni chyby vypoctu koeficientt v; a ; (skaldry) a elf, el} a elf
lokélni chyby vypoctu vektort =1, 7j4+1 @ pj+1 (vektory).

Monotonie A-normy chyby v kone¢né aritmetice. Na zakladé vysledku z [22] a [28]
plati, Ze monotonie A-normy chyby a euklidovské normy chyby ztstava zachovana rovnéz
v kone¢né aritmetice (az na pfipadnou malou chybu).

Rozdil mezi rekurzivnim a skuteénym reziduem. V algoritmu metody CG je re-
kurzivné pocitano reziduum ry, které je idedlné rovno b — Axy. V (FP)CG tato rovnost
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obecné neplati. Velmi Casto se stava, ze norma rekurzivné pocitaného rezidua eventualné
konverguje k nule, zatimco norma skute¢ného rezidua b — Ax; stagnuje na jisté hladiné
presnosti a tudiz se obé rezidua mohou znac¢né lisit. Oznac¢ime-li rozdil mezi obéma rezidui
nasledujicim zptsobem

(4.18) efj=r;—(b— Axj),

plati na zakladé praci [54] a [23]

(4.19) le fill < e |A[©; O ¢) + O(?),
kde
(4.20) 0; = [lz| + I?%X{H%H}-

Prenasobime-li vztah (4.14) pro vektor x;;; matici —A a pfi¢teme-li k obou stranam
vektor b, dostavame
b— A$j+1 =b- Al‘j - Apj - SAZ;C.

Odecteme-li pravé uvedenou rovnost od vztahu (4.15) pro vektor r;,1, dostdvdme na
zékladé definice (4.18)

(4.21) fivi = fi+1; + Aly

a uzitim indukce

j j
(4.22) firi=fo+ D i +AY I
=0 =0

Aplikaci nasich vysledk budeme uvazovat pouze do té doby (iterace), dokud reziduum
b — Az; nedosédhne limitni hladiny pfesnosti, t.j. plati-li

(4.23) 16— Azjl| > e ||l

Potom jiz udaje pocitané (FP)CG, z nichz se konstruuji odhady, nevypovidaji nic o bliz-
kosti pocitané aproximace k pfesnému feSeni. Definujeme-li ¢islo € F; vztahem

(4.24) 7l =116 — Al (1 + & Fy),
ziejmeé plati

Byl = sl =116 = Azjll| _ fIrj — (0= Azj)l _ el
1b— Azl = b— Az 16— Az

a € Fj je podle (4.23) a (4.24) numericky mald hodnota, ¢ F; < 1. Poznamenejme, Ze
velikost hodnoty € F; je timérna fadové vzdalenosti normy skute¢ného rezidua a limitni
hladiny pfesnosti skute¢ného rezidua.

Protoze je b — Axzj; = A(z — x;), plyne ziejmé z (4.24) vztah
(4.25) AL

min

(A) llz = zjl| a1+ F}) < lrj] < A (A) o = zj]a(l +e F).

Odhady velikosti lokélnich chyb. Podle pravidel (4.8)—(4.11) standardniho modelu

aritmetiky s pohyblivou fadovou carkou lze lokalni chyby el7, el a sl? vznikajici pfi
vypoctu vektord 41, rj+1 a pj+1 odhadnout (jako napi. v [23]) néasledovné:
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(4.26) el < ef{llajll + 2 pill} + O,
(4.27) elliGl < e{llrll + 2 IviApsll + c [ Alllypsll} + O),
(4.28) elfll < e{llrysal +208m50} + O?).

Ukazme na zdkladé (4.27) vztah mezi normou vektoru & lj a A-normou j-té chyby, ktery
vyuzijeme pozdéji pfi analyze zaokrouhlovacich chyb. Odhadnéme jednotlivé vyrazy na
pravé strané (4.27). Pro prvni vyraz plati

ellrjl = e | A(w = z))|(1+ ¢ Fy) < e |AY||lz - ajl|a(l + < Fy).

Pii odhadovani druhého vyrazu na pravé strané (4.27) pouzijeme vztah (4.15), predpoklad
(4.24) a monotonii A-normy chyby, dostavame

e2|rjr1 —rjll + O(?)

e2|AVPAY2 (m; — 3 )1+ £ Fy) + O(?)
e2|AIV2IAYA () — w4+ 2 — i) (1 + £ F)) + O(?)
ed[|A|Y?|z — z;|a(1+ e ) + O(e?)

2¢ ||v; Apjll

IA A

a obdobnym zptisobem odhadneme i tfeti vyraz

ecllAllllvpill = eclAlllajp — ;) + O)
ec||A|ATY2AY (2 — 2j44) ] + O(E?)
ecl|A|V25(A) P2y — 2+ & — zj1]la + O()
ec|A[IV25(A) 2|z — ;]| a + O().

IA N

Na zakladé uvedenych nerovnosti plati
(4.29) eIl < e A ?R(A) 2]z — 2] 4 O(c) + OE?).

Vénujme se nyni odhadu velikosti chyb e C] ac CJ‘-S, vznikajicich pfi vypoctu koeficient
7v; a 0j. V koneéné aritmetice plati (za predpokladu ne < 1)

||Tj+1”2(1 + n(’)(e)) (1 + O(E)) _ ||Tj+1H2 (1 + ’I’LO(E)) + 0(52)

(4.30) 0; =
T P+ n OCe)) 75112
a proto je
5 75410 2
(4.31) elgjl <e T O(n) + O(e).
J
Pro vypocet jmenovatele koeficientu ; plati
f(p;, A[AD])] = (0, Apj) + nllAp;|lIps[O(e) + c [ Alllp;|PO(e) + O(?)
[ Ap; |1l ENIFAR 2
= Gy an) (11520 o) 1 S0 ) 1 o)
S lIp;1IA (pj, Apj)
Allllp1I?
_ p],Ap] < |: ’A||1/2HPJHA||pJ” +ec H |H|p]||2:|(9(6)) +0(82)
(215N Amin || |

(pj, Apj) (1 + nk(A 120(e) + ck(A)O(g)) + O(e?)
= (pj,Ap;)(1 + (c+n) k(A)O(e)) + O(?)
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a celkem dostavame (za predpokladu (¢ +n)k(A)e < 1)

o Iri 20+ n0()) ]
BT oA+ (et r(A)0@E) + o) T O

. orc?
oy g (1 (4 M K(A)OE) + 0E)

Velikost chyby vznikajici pfi vypoctu 7, 1ze odhadnout nasledovné:

I 2
4.32 el <er(A)—L—0O(c+n)+ O().
(4.32) 6] ( )(pj,Apj) (c+n)+0()
Pro jemnéjsi manipulaci s lokdlnimi chybami EC;Y a €l} odvodime vztahy, které vice vy-
povidaji o struktufe téchto lokalnich zaokrouhlovacich chyb. S vyuzitim (4.12), (4.15) a
(4.13) lze chyby el a € (] psét ve tvaru

(4.33) el = —¢ ’}/jx&jpj + 5737,
Il (pj, Ayps) | >

4.34 el = —¢ +e(7,
(4.34) ! (pj, Ap;) (pj, Apj) !
kde
(4.35) eI < e {lirsll + 2 lvsAps |1} + OE),

- 12
(4.36) || < s@m(A)WO(n) + 0O(e?).

(pj, Apj)

Vztah (4.33) s odhadem (4.35) lze lehce odvodit rozepsanim rekurence pro vektor r;jiq
v konecné aritmetice

rje1 = f[ry — Ay A[Ap;]]];
dosazenim za fl[Ap;| podle (4.12) a uzitim standardnich pravidel pro odhad velikosti
zaokrouhlovacich chyb (4.9)—(4.11).
Odvozeni vztahu (4.34) a odhadu (4.36) je komplikovanéjsi a proto jej nyni uvadime.
Ziejmé plati
A[(p;, A[Ap;])] = Al(pj, Apj + € Ajp;))]
= (pj, Ap;) + < (pj, Ajpy) +n [ Ap;|llp; | O() + O(E?),

(pj,./?xjpj) 1/2 HPJHAHPJH 2
= (pj,Ap; (1+€ A O(e) | +0O(e

(P Ajpj) 1/2 2
= (p<,Ap<)<1 +e———" 4+ nkr(A)7°0(€) | + O(e%).
e (pj, Ap;)
Koeficient ~; pocitany v konecné aritmetice lze potom zapsat ve tvaru (za pfedpokladu
(c+n)r(A)e <1)
[|7:]? 1+n0(e
E (pj iA‘p) (pj,A,p;) . (1+0())
P 1 ¢ 7(;;’&&7) +nr(A)Y20(¢)

_ ”%‘2) (1 - m +nk(A)20() + 0(52)> +0(e)

75112 711 (pj, Ajp)) 7512 1/2 2
4.37 = —€ +n k(A Oe) + O(e
(4.37) (pj, Ap;) (pj, Ap;) (pj, Ap;) (pj, Ap;) (4) © )

z (4.37) plyne (4.34) a (4.36).
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4.4 Lokalni ortogonalita

Je dobfe znamo, ze v tiikrokovych lanczosovych rekurencich je lokalni ortogonalita za-
chovana na trovni strojového presnosti € (viz. [43]). V tomto odstavci odvodime analogii
vyse uvedeného vysledku pro (FP)CG. Budeme se zabyvat velikosti skaldrniho soucinu
vektorti p; a 741, 7 = 1,2,..., jez jsou v idedlni CG ortogonalni. Vysledkii zde odvoze-
nych pouzijeme v analyze zaokrouhlovacich chyb u odhadu zaloZzeného na vztahu (3.29).
Problém lokélni ortogonality souvisi s vlastnostmi algoritmu CG v koneéné aritmetice a
ne pouze s analyzou odhadd A-normy chyby a proto se jeho zkoumani vénujeme v této
sekci. N&s vysledek jsme shrnuli v néasledujici véte.

Véta 4.1 Uvazujme algoritmus CG aplikovany v aritmetice s konecnou presnosti. Chyby
vznikagici pri vypoctu necht jsou charakterizovdny vztahy (4.13)—(4.17) a necht plati (¢ +
n) k(A)e < 1. Potom pro pocitané vektory p; a rji1 plati

(4.38) il < e llrj|*R(A)2 O n + 2/2) + O(?).

Dukaz. Pro ¢ = 0 dostédvame

poTrl = rg(ro—ngro—l—z—:lS)
2 ||7’0||2 v\, T Tir
= ||ro||” — +e rog Arg+eryl
Irol? = (e + =G )b+ <1

— erT(ly - G Aro).
Definujeme-li Mo = rd (I — (] Aro), je
(4.39) i = e M.

Nésobenim vztahu (4.15) vektorem p;‘-F ziskdme rovnost

pirisn = pjrj—"ip] Apj +ep;l;

511

TAp +€C7> Ap]—i-EpTl”.

= (Tj + (5]'_1]?]'_1 + El?_l)TTj — <

Roznésobime-li zavorky, dostavame po odecteni hodnoty ||r;||> vztah
(4.40) pirivr =0 1pjqri+e{r]l_y —pj Apj +pj j}.
Oznacime-li vyraz ve sloZené zavorce symbolem M,
(4.41) Mj =il — Jpj Ap; + v 15,
lze (4.40) vyjadrit ve tvaru

pjTTjH =0-1 pjT_lrj +eM;.

Opakovéani stejného kroku pro p}llrj, ..., ry vede za pouziti (4.39) na rovnost

j j—1
(4.42) piripi=e» M, (H 5k>.
=0 k=i

Dosadime-li do (4.42) za ¢, podle (4.30) vyraz
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dostavame
T L ral? )
PjTi+1 = EZMZH< TEAE (14+n0(e))+ O(e ))
1=0 k=1
L Il )
€ZM2H 3 + O(e%)
e
j
M;
(4.43) = eurj|yz‘z|w|2+0(e2).
i=0 """

Zbyvéa vytesit problém odhadu vyrazt e|M;|/||r;||>. Dfive nez tak ucinime, vyjadiime
vyraz M; za pouziti (4.33) a (4.34) v jiné podobé. Plati

eM; = erlll , —e(pf ApﬁepTlT
= erili ( j&pz Azp: — () |p; Api+p; (—eviAipi +€lf)
= erll? | +evipl Aip; — e pf Ap; — eviv] Aipi+ epl I} — 2 pf Aip;
(4.44) = erllP | —epl Api+eplll — 20 p! Aip;.

Z (4.44) a z (4.36) potom plyne

piT :&ipi
pl Ap;

pFAp;  |lpillll7]]
+e|0B +¢ ;
[[74]|2 |42

M| _ 5
il = el

Jelikoz jsou velikosti vyrazi vyskytujici se u vyssich mocnin € omezend, lze je dle nasich
konvenci zahrnout do O(£?), dostavame

k(A2 0(n) + O(E).

, A2
IMZI2 <e 14 o AJQDZ 5IIPZHHZQZH
741 Il 7] 741

Odhadnéme postupné vyrazy na pravé strané (4.45). Z (4.28) plyne

(4.45) +eldnE + O(e?).

® ill + 2]|0;—1pi—
Il sl 2] 2y
73] [[74]|
< a(1+2M>+O(52)
73]
(4.46) < 5(3+2|‘||1:”)+0(52).

Druhy vyraz na pravé strané nerovnosti (4.45) odhadneme pomoci (4.36), plati

(4.47) eGP < e n(A)Y2 O(n) + O(?)

|| zH2

a konec¢né z (4.35) plyne

ol lpalllirll + 25 sl [ Api
[T/ IITz\f
(Hpi” ||7”iH sz‘||||Api||

+O(€2)
+ 2

+(9(62)
Irill ~ pFAp;  lrill? >

i il Api
. <||p | +2||p ] 229 H>+O(€2)
[|7:]] il
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7]

(4.48) < e <”pi| +2H(A)1/2> +O(2).

Velikost podilu ||p;||/||7i]| lze odhadnout nasledovné:

N (R e
I ]

I74]1? ||pz'1||) 2

< g1+ +0(e)
( i1l Il

(ol el oy

il [Iri-1ll

Odhadneme-li stejnym zpusobem i podily ||pi—1||/||ri—1ll, llpi=2ll/l7i=2l, - - -, llp1ll/l|71] &
uzijeme-li faktu, ze ||po||/||rol| = 1, dostavame
w1 gﬂmH§€<1+ Il il +'“+Hnu>+0@%_

kgl izl [lrieell ol

Z (4.25) a monotonie A-normy chyby v kone¢né aritmetice plyne, Ze pro k < i je

1/2
i Amaz(A) ||x — zi]|a (1 + € F;
il M) Ja =) e oy
7] A2 (A [l = aklla(l+ e Fy)

coz dohromady s (4.49) dava

(4.50) € Hfz{‘ < e +ick(A)Y2+0(2).

Jednotlivé vyrazy na pravé strané (4.45) jsme odhadli pomoci nerovnosti (4.46), (4.47),
(4.48) a (4.50). Pro podil & |M;|/||r;||?* plati

(4.51) € Hi”HL <er(A)20(n+ i)+ O(?).

Ze vztahu (4.43) a nerovnosti (4.51) plyne

| M;|
[[7:]|?

+O(e%) < e |lrjlPR(A) /2 O(jn + j2/2) + O(?).

J
pj il <ellrl? )
i=0
Véta je dokazana. O

4.5 Numerické experimenty

V numerickych experimentech se vénujeme numerickému vypoctu lokalnich zaokrouhlo-
vacich chyb, které vznikaji v (FP)CG a jejich odhadim. Ukézeme, ze odhady (4.26)—(4.38)
jsou pii praktickych vypoctech vétsinou velmi nadhodnoceny a na zakladé empirického
pozorovani se pokusime urcit realisti¢téjsi odhady velikosti lokalnich zaokrouhlovacich
chyb.

Pro naSe numerické experimenty opét pouzijeme soustavu ze strany 76, viz. (4.6).
Piipometime, Ze 7 = 48, Apin = 0.1, Anaz = 10%, £(A) = 10°, k(A)Y/? = 316. Popi-
Seme, jakym zpusobem jsme vypocetli normy resp. velikosti lokalnich chyb vznikajicich
pfi vypoétu vektort resp. koeficientu v (FP)CG.
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Obréazek 4.4: Velikosti lokalnich chyb

Matici A vytvorenou v systému MATLAB jsme ulozili do souboru, odkud jsme ji nacetli
do nageho programu v jazyce FORTRAN. V programu jsme pocitali vysledky rekurenci
CG v dvojndsobné presnosti (double precision), strojova piesnost € byla pfiblizné rovna

e 2.2x 10716,

a déle v nasobné aritmetice (balik MPFUN [5]) ve které jsme pfedepsali pouziti ¢isel s 32
platnymi ¢slicemi, t.j. v aritmetice se strojovou presnosti € ~ 2. Ode¢tenim ziskanych vy-
sledkii jsme vypocetli lokalni chyby (s nepiesnosti imérnou O(£?)) vznikajici v ptivodnich
rekurencich pocitanych v dvojnasobné presnosti. Pravé uvedeny popis vypoctu demon-
strujme na konkrétnim pfipadé. Pii pocitani mizZeme zavislost mezi vektorem x; + v; p;
a vyslednym vektorem x 1, ktery vznikne vypoctenim v dvojnésobné presnosti, vyjadrit
vztahem
Tj+1 = Tj + Y Pj + El;c.

Pocitame-li vektor x; + v; p; v ndsobné aritmetice se strojovou pfesnosti &, dostdvame
vektor ;41 a vztah mezi vektorem z; + vj p; a £;41 mizZeme psat ve tvaru

Tjy1 =xj +vjpj + él?
Protoze je é ~ 2, dostaneme ode¢tenim Tjy1 a Tj41 vektor, ktery je aZ na nepfesnost
velikosti O(g?) roven e [7. Vydélime-li vektor € [7 strojovou presnosti ¢, obdrzime samotny
vektor (7. Podobné lze vypocist vSechny lokalni chyby (vektory i skaldry) objevujici se
v (4.13)—(4.17).
Zacneme odhadem lokélnich chyb. Podle (4.26) je
2
Nzl < e fllagll+2 [l + O()
2
e{llzill + 2[Jwje1 — 251} + O()

<
< e max{|lz; ] llz; 1 [}O(1) + O(E).

Odhadneme-li podle (4.28) podobnym postupem i hodnotu Hlf ||, lze ocekavat, ze plati

151 < max{lz; ], |lzj41[I}O(1),
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Obréazek 4.5: Jev kraceni

151 < max{{lrjall, lpjl}O1),
coz nam potvrzuje i numericky experiment na obrazku 4.4, kde jsou hodnoty

x P
11511 1251

a
max{||z;|], ||z 41/} max{||7j 1], lpj+1ll}

znazornény tucénou plnou kiivkou a plnou kfivkou normalni tloustky, které se po celou
dobu itera¢niho procesu drzi pod trovni 4, t.j. jsou fadu O(1).

Kdyz jsme v (4.29) odhadovali velikost normy chyby [ pomoci A-normy j-té chyby,
zpusobil nejvétsi problémy fakt, ze obecné nejsme schopni efektivné odhadnout zaokrouh-
lovaci chybu, kterd vznika pti nasobeni matice-vektor. Faktor ¢ ||A||||v;p;l| v (4.27) je vét-
$inou velmi nadhodnocen. Pii odhadu tohoto vyrazu pomoci A-normy j-té chyby jsme
byli navic nuceni prejit od euklidovské normy vektoru k A-normé vektoru, coz s sebou pfi-
neslo dalsi nadhodnocujici faktory. Zatimco u prvniho a druhého vyrazu na pravé strané
(4.27) jsme byli schopni ukazat imérnost faktoru ||A||Y/2|lz —z;| a, tfeti viraz jsme doka-
zali odhadnout pouze pomoci faktoru ||A||Y/2k(A)Y? ||z — x;||a. Numerické experimenty
na obrdzku 4.4 viak ukazuji, Ze velikost ||/} || je pii naSich vypoctech tmérnd hodnoté

ANz — )] a,

jak je vidét z ¢arkované kiivky, kterou zakreslujeme podil

1511
1A 2]z = zj]la”

a faktor || A||'/2k(A)Y2||z—z;| a je zfejmé nadhodnocen. Carkovana kfivka navic zdaleka
nedosahuje faktoru O(c) (v nasem piipadé je ¢ = n%/?) ale pouze O(1). Ziejmé dochézi
k tomu, Ze se¢tenim dvou ¢isel reprezentujicich zaokrouhlovaci chyby o velikosti O(g)
je opét ¢islo o velikosti O(g). Tento jev budeme nazyvat terminem krdceni. Pokusme se



4.5. NUMERICKE EXPERIMENTY 87

20

18 %4
T
ity
° (Pf- AP,-)
I+
1T

14

""" T
Yiv1¥jn
12 T
rir;

10 4

T
N ®© = ¢
© © W » O

Obrazek 4.6: Chyby pfi vypoctu koeficientl v; a 9;

pojem kraceni vice formalizovat na prikladu sumy lokalnich zaokrouhlovacich chyb

ktera se vyskytuje v (4.22) jako jedna z hlavnich slozek vektoru € fj;1 (rozdilu skute¢ného
a rekurzivniho rezidua). Slozky vektort v sumé obsazené jsou vysledkem nepfesného po-
¢itani v konecné aritmetice, jsou ruzné velké, kladné i zaporné. Mezi vektory sumy jsou
vektory s velkou normou, které jsou dtlezité a vektory s malou normou, jez nas nezajimaji.
Scitaji-li se dva vektory o pfiblizné stejné normé, vznika casto vektor, jehoz norma se pfi-
1i$ nelisi od norem scitanych vektord a potom lze oéekavat, ze pti praktickych vypoctech
bude

(4.52) < max [[If||O(1)

~ 0<i<)

J
2.1
i=0

a analogicky pro sumu skalari. Na obrazku 4.5 zakreslujeme plnou a ¢arkovanou kiivkou
hodnoty

J J
>l >l
i=0 =0

max |7 | max |17
0<i<j 0<i<y

Je vidét, ze ackoliv podily mohou velmi mirné rist, zistava jejich velikost stale fadu
O(1). Nyni je jiz jasné, Ze napi. vyraz v (4.38) typu O(jn + j2/2) nebude hrat vétsinou
vyznamnou roli.

Vratme se ale k odhadtm velikosti lokalnich chyb. P¥i vypoctu koeficientu d; se faktor
O(n) uvedeny v (4.31) diky kraceni neprojevil, jak muzeme vidét na obrazku 4.6, kde
¢arkovanou kiivkou zobrazujeme podil

Ji
=

[[7-+1]]
511
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Obrazek 4.7: Lokalni ortogonalita

V (4.34) jsme zaokrouhlovaci chybu vznikajici pii vypoctu koeficientu ; rozdélili na
dvé ¢asti. Druha ¢ast, kterou jsme si oznadili jako € C], je podle (4.36) imérna & ’)/jfi(A)l/2.
V prvni ¢asti se vyskytuje problematicky vyraz

(pj: Ajp;)
(pj, Apj)
ktery jsme nebyli schopni odhadnout lépe nez pomoci faktoru x(A) a tento faktor se

potom samoziejmé objevil ve vysledném odhadu velikosti chyby. V nasem numerickém
experimentu velikost ¢isla \CJ\ neprevysila hodnotu

7 2 1/2
(4.53) —=——k(A)"=,
(pj; Apj)
jak je vidét z obrazku 4.6, na kterém znézorniujeme plnou kiivkou podil
1]
[lr512

Ziejmé se opét projevilo kraceni a faktor k(A ), kterym odhadujeme velikost zlomku (4.53)
je velmi nadhodnocen. Z obrazku 4.6 vSak zaroven plyne, Ze chyba vznikajici pfi nadsobeni
matice-vektor ma nezanedbatelny vliv na velikost zaokrouhlovaci chyby vznikajici pfi
vypoctu koeficientu ;.

Dalsim tématem, kterému se vénujeme v naSich numerickych experimentech je lokalni
ortogonalita. Na obrazku 4.7 zobrazujeme plnou tlustou kf¥ivkou podil

TJTHPJ‘
eIl

ktery jsme odhadli podle (4.38) hodnotou x(A)Y2O(n j). Jak se dalo ocekéavat, odhad
(4.38) je nadhodnocen a absolutni hodnota podilu dosahuje maximélni hodnoty 14. Déle
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zobrazujeme jednotlivé slozky cisla

M; il piAp pil;
Irll2 sl kel 75112

které hraje dilezitou roli pri odhadovéani velikosti skaldrniho soucinu roHpj. Co je pod-
statné, vzdy, kdyz vzrostla velikost podilu

(i Ap;
lrsll2

(4.54)

zobrazeného ¢arkovanou ktivkou, vzrostla zaroven velikost podilu

pi b
3112

vykresleného plnou kfivkou normadlni tloustky, v opacném sméru a dochézelo tedy k ode-
¢teni obou hodnot. To oviem neznamené nic jiného, nez Ze je podil M;/||r;|* vyjadien
identitou (4.54) nevhodné. Proto jsme hledali zptisob, jak rozlozit posledni dva vyrazy
v identité (4.54) tak, aby doslo k odec¢teni dominantnich slozek. Povsimli jsme si, Ze jak
lokalni chyba [} tak i {;y jsou zatizeny chybami, které vznikaji pfi ndsobeni matice A
vektorem p;. To nés vedlo k vyjadreni lokalnich chyb 7 a e (]7 ve tvarech (4.33) a (4.34),
kde jsme v podstaté oddélili chybu zptisobenou maticovym nasobenim od ostatnich chyb.
V (4.44) se poté diky tomuto vyjadfeni odecet] vyraz z-:’yipiTAipi, ktery na obrazku 4.7
zpusobil vznik velkych prevySeni. Odecteni vyrazu E’}/ip?.&ipi v (4.44) ndm potom dopo-
mohlo k tésnéjsimu odhadu velikosti skaldrniho soucinu r;41p;. Pokud bychom odhadovali
velikost hodnoty M;/||r;||* z pivodniho tvaru (4.54), nevyhnuli bychom se faktoru r(A).
Dodejme pro tplnost, ze ¢erchovanou kfivkou znazornujeme podil
r;‘rl?_l
2

751

ktery zda se nehraje vyznamnou roli.

7 nasich numerickych experimentt plyne, Ze nékteré odhady velikosti lokalnich zao-
krouhlovacich chyb a rovnéZ odhad velikosti skalarniho souc¢inu ;1 1p; jsou nadhodnocené.
P1i pocitani v kone¢né aritmetice se projevuje kraceni, které zptisobuje, zZe velikost faktortu
typu O(n) je ve skute¢nosti pouze O(1).
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@ dhady konvergencénich charakteristik, v nasem pripadé A-normy
chyby, maji za ukol ziskat z algoritmu informace, pomoct nichZ zjis-
time kvalitu aproximace teseni a na jejichz zdkladé se rozhodujeme pro
zastavent algoritmu. Je zrejmée, Ze zkoumdni odhadd ma dvé casti, které od
sebe nelze oddélovat. Pruni casti je ,teoreticke” vymysleni a ospravedlnéeni
odhadu (viz. kapitola 8) a druhou analyjza platnosti formule, ddvagici odhad,
v konecné aritmetice. Bez druhé cdasti bychom nevédéli, zda hodnoty, jeZ do-
stavdme z formuli, maji vibec néco spolecného s aktudini A-normou chyby.
V této kapitole budeme diskutovat otdzku pouzitelnosti odhadu v aritmetice
s konecnou presnosti. Vysvétlime problém odhadu zaloZenijch na pojeti CG
jako Gaussovy kvadratury aplikovanych v aritmetice s konecnou presnosti.
U odhadu odvozenych algebraickou cestou provedeme detailni analyzu zao-
krouhlovacich chyb a pouZitelnost odhadu budeme demonstrovat v numeric-
kych experimentech. Soucdsti numerickych experimenti bude i algebraické
odvozeni odhadu euklidovské normy chyby a numerickd demonstrace funkc-
nosti tohoto odhadu.

P1i aplikaci algoritmu CG v kone¢né aritmetice se globélni ortogonalita mezi pocita-
nymi vektory po par iteracich vétsinou uplné vytraci a konvergenéni charakteristiky (napf.
odhad A-normy chyby) zalozené na globalni ortogonalité ¢i s jeji pomoci zformulované,
mohou tudiz davat informace absolutné nesouvisejici se skute¢nou konvergenci metody. Je
ziejmé, Ze kazdou takovouto formuli je nutné analyzovat z hlediska zaokrouhlovacich chyb,
jinak nevime nic o korektnosti ziskavanych informaci. Pravé popsany problém a nebezpeci
dezinformace pri pouziti nevhodnych formuli pro pocitani konvergenc¢nich charakteristik
prehlizi mnoho publikaci o kterych budeme nyni hovorit. Zakladaji své odhady na globalni
ortogonalité mezi vektory, aniz by ospravedliiovaly pouziti novych formuli v aritmetice
s kone¢nou presnosti.

Prace Goluba a jeho spolupracovniki [8], o niz jsme hovorili v ivodu kapitoly 3 a ktera
zahéjila vyvoj odhadi A-normy chyby v CG, byla dtlezita také z jiného hlediska. Autofi
poznamenavaji, ze pro zajisténi stability pocitanych uzli a vah Gaussovy kvadratury
je nutné bazi Krylovova prostoru reortogonalizovat. Byli si tedy dobfe védomi toho, zZe
zaokrouhlovaci chyby hraji dilezitou roli v CG. V numerickych experimentech uvedenych
v [8] vSak efekt zaokrouhlovacich chyb nebyl znatelny. Odhad normy chyby v itera¢nich
metodéch byl intenzivné studovan v mnoha pracech, které nasledovali po [8] viz. napf. [11],
[17], [19], [18], [38], [39], [7]. AZ na [19] vSak nebyl efekt zaokrouhlovacich chyb uvazovan
a publikovatelnost vysledku v praktickych vypoctech zustavala zcela neodivodnéna. Je
pozoruhodné, Ze tento nedostatek ponékud zasadniho razu ztstal, az na [19], nepov§imnut.

V préci [15] autofi zdaraznili problém aplikace idealnich matematickych formuli pfi
pocitani v aritmetice s konecnou piesnosti a navrhli uziti intervalové aritmetiky pro po-
¢itani kontrolovanych odhadu. Toto pojeti vSak ma, jak bylo poznamenano v [15, p. 201],
vazna a stézi prekonatelnd praktickd omezeni.

V préaci [4] (zminili jsme ji v Gvodu kapitoly 3) autofi uvazovali pfedpodminénou
metodu sdruzenych gradientt a uvedli (znovuobjevili) [32, (6:2)] nezéavisle na [32]. Pfi

90
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odvozeni pouzili vzdjemné A-ortogonality smérovych vektort p;, j = 0,1,...,n — 1.
Vsimli si rovnéz problémii spojenych se ztratou ortogonality a pozorovali, bez jakéhokoliv
komentéafte, ze ackoliv je jejich odhad odvozen na zakladé globalni ortogonality, davé i pii
ztraté ortogonality spravné vysledky.

Problém aplikace idealnich matematickych formuli pfi pocitani v aritmetice s konec-
nou zustaval zfejmé nepovSimnut z toho divodu, Ze idedlni odhady odvozené v presné
aritmetice se zdaji byt potvrzeny experimenty v kone¢né aritmetice v tom smyslu, ze
odhaduji aktualni A-normu chyby, ktera se miize ve velikosti o nékolik Fadu lisit od svého
idealniho vzoru. Tato skutecnost byla na zakladé praci Paige, Greenbaumové a ostatnich
[44], [22], [28] vysvétlena v ¢lanku Goluba a Strakose [19].

Nasim cilem je rozsitit vysledky z [19], [59] a vysvétlit, Ze bez analyzy zaokrouhlovacich
chyb neni zZddného ospravedlnéni pro pouziti odhadd vyvinutych v presné aritmetice pri
skutecnych vypoctech.

Kapitola mé nésledujici strukturu. V sekci 5.1 se vénujeme odhadtim zalozenym na
Gaussové kvadratufe. Vysvétlime, kdy a pro¢ jsou odhady A-normy chyby vyvinuté
v presné aritmetice v dobré shodé s pocitanim v konec¢né aritmetice. V sekci 5.2 je prove-
dena detailni analyza zaokrouhlovacich v odhadech A-normy chyby odvozenych algebraic-
kou cestou. V 5.3 nasleduji numerické experimenty, které se do detailti zabyvaji platnosti
vztahu (3.29) v kone¢né aritmetice a demonstruji, které odhady jsou pouzitelné i v tom
pripadé, kdy jsou lokalni zaokrouhlovaci chyby podstatné zesilovany v pribéhu vypoctu.

5.1 Odhady zaloZené na Gaussové kvadrature

V této sekci se soustiedime na odhady A-normy chyby v CG, jez byly vyvinuty na zékladé
Gaussovy kvadratury (nebo na jeji modifikaci) z integralu (4.1), viz. napf. algoritmus
CGQL v [18]. Tento algoritmus je zaloZen na vztahu (3.26), ktery predpokladd pfesnou
aritmetiku a zachovani ortogonality. Pfi pocitani v konecné aritmetice vsak dochazi ke
ztraté ortogonality a nebylo ziejmé, zda méa analogie (3.26) né&jaky vyznam ve vztahu
k hodnotam pocitanym v konecné aritmetice. Vznikl fundamentéalni problém, ktery bylo
nutné pochopit a resit.

K pochopeni tohoto problému vyraznou mérou ptispéla prace [19], zalozend na vy-
sledcich z [22] a [28]. V [19] bylo dokazéano, Ze navzdory ztraté ortogonality a linedrni
nezavislosti, zékladni vztah (3.26) (viz. rovnéz (3.20)) plati rovnéz pro numericky poci-
tané hodnoty, s malou nepfesnosti imérnou strojové presnosti . Jinymi slovy, za pred-
pokladu, ze dalsi chyby v pocitani odhadu zalozeného na Gaussové kvadratufe v CGQL
z koeficientt CG jsou nepatrné, aproximuje tento algoritmus v j krocich v koneéné arit-
metice hodnotu (4.4). Tato hodnota se mtize podstatné lisit od hodnoty, kterda by byla
vypoctena v piesné aritmetice ve stejném poctu kroku (4.3), avsak je ve shodé a aktuélni
normou chyby (FP)CG.

Prace [19] znamenala velky krok k pochopeni fundamentalniho problému odhadu A-
normy chyby pomoci formuli zalozenych na Gaussové kvadratufe v konecné aritmetice.
K numerickému reseni problému odhadu A-normy chyby v kone¢né aritmetice vsak pri-
spéla jen castecné. Z analyzy bylo zfejmé, Ze hodnotu oznacenou 7); 4 lze pouzit k odhadu
kvadratu A-normy j-té chyby s presnosti O(e). Po odmocnéni celého vztahu vsak vyply-
nulo, ze hodnotou (1;,4)'/? lze odhadovat A-normu j-té chyby pouze s piesnosti O(g'/2),
coz potvrdili i numerické experimenty v [19] na soustavach, u kterych jsou lokélni za-
okrouhlovaci chyby podstatné zesilovany v pribéhu vypocétu algoritmu CG v konecéné
aritmetice, a tim byla znacné omezena praktickd pouzitelnost odhadu. V préci [18] byl
navrzen numericky vhodny postup vypocétu rozdilu (T,;l)u - (T;1)11 ktery zajistil, Ze
odhad zaloZeny na (3.26) je pouZitelny az po hladinu, kdy je aktualni A-norma chyby
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Gimérna strojové piesnosti ¢ a nikoli pouze £/? (algoritmus CGQL v [18]). Nebyla vsak
provedena analyza zaokrouhlovacich chyb pro tento novy vztah.

Shrneme-li vSe, v praci [19] byl vysvétlen fundamentéalni problém aplikace odhadu
zaloZzenych na Gaussové kvadratufe v konecné aritmetice a provedena analjza zaokrouh-
lovacich chyb u odhadu zalozeného na (3.26). Tato analyza prokdzala moznost aplikace
odhadu pouze po hladinu, kdy je A-norma chyby tmérna ¢'/2. V [18] byl nalezen nume-
ricky vhodny postup, ktery umoznil odhadovat A-normu chyby az po hranici imérnou &.
Dosud vsak nebyla provedena analyza zaokrouhlovacich chyb, ktera by prokazala apliko-
vatelnost odhadu zalozenych na (3.26) az po limitni hladinu pfesnosti A-normy chyby.

Jak obrazek 4.2 demonstruje, efekt zaokrouhlovacich chyb pfi pocitani odhadi chyb
vyvinutych na zékladé presné aritmetiky mtze byt velmi vyznamny a tudiz nemize byt ig-
norovan. Kdyby pfi poc¢itani v koneéné aritmetice nevznikaly zadné zaokrouhlovaci chyby
v Lanczosové a CG procesu, potom by nepfesnosti pii po¢itani odhadu chyby (tak jako
v CGQL) z CG nebo Lanczosovych koeficientl1, reprezentovali jediné nepfesnosti zpuso-
bené zaokrouhlovacimi chybami a byly by vskutku nepatrné. Potom bychom v kroku j
odhadovali bod na c¢erchované kiivce z obrazku 4.2 a experimentalni vysledky by byly
v dobré shodé s idedlnimi z (3.20), (3.26) a (4.3). Pti aplikaci odhadi v koneéné aritme-
tice vSak musime brat v iivahu zaokrouhlovaci chyby vznikajici béhem celého vypoctu. Je
dtilezité si uvédomit, ze odhady aplikované v konec¢né aritmetice zistavaji v dobré shodé
s konvergenci CG v konec¢né aritmetice diky (4.4). Dodejme pouze, ze v tomto piipadé
odhadujeme bod na plné kiivce. Experimenty publikované v nékolika ¢lancich oznacenych
v tvodu této kapitoly neberou rozdil analogicky k rozdilu mezi plnou a ¢erchovanou kiiv-
kou na obrazku 4.2 v ivahu. V odstavcich 4.1 a 4.2 jsme vysvétlili, ze pro dany itera¢ni
krok j mohou byt body na plné a éerchované kiivce na obrazku 4.2 (hodnoty (4.3) a (4.4))
velmi vzdalené. Rozdil mezi (4.3) a (4.4) reprezentuje porovnani plné a ¢erchované kiivky
na obrazku 4.2 ve vertikdlnim sméru. PovSimnéme si, Ze pro j > n je vztah (4.3) roven
nule, zatimco (FP)CG muzZe byt stdle v ¢asném stadiu konvergence. Jak bylo popsano
v odstavci 4.2, vztah (4.5), viz. rovnéz [45], plna kiivka na obrazku 4.2 muze byt rovnéz
interpretovana jako zpozdéna cerchovana kiivka viz. obrazek 4.3.

5.2 Odhady zaloZené na algebraické manipulaci

V této sekci provedeme detailni analyzu zaokrouhlovacich chyb ve vztazich (3.27)—(3.29),
na nichz jsou zaloZeny odhady odvozené algebraickou cestou.

5.2.1 Analyza odhadu A-normy chyby zaloZeného na v,

Analyza vztahu (3.34), ktera je obsahem tohoto oddilu, je pomérné hodné technicky na-
rotnd. V [59], kde je rovnéz uvedena analyza tohoto vztahu, jsme kvili maximalnimu
zjednoduseni a prehlednosti vynechali nékteré technické pasaze a z vysledku, ktery jsme
v [59] obdrzeli, je ziejmy hlavni divod funkénosti odhadu zalozeného na v; 4. Zde predkla-
dame detailni analyzu zaokrouhlovacich chyb, ze které bude naprosto ziejmé, do jakého
okamziku lze vztahu (3.34) pouzit v kone¢né aritmetice ke konstrukci dolniho odhadu
A-normy chyby. Vse podstatné shrnujeme ve vété 5.1. Dtsledky této zékladni véty vy-
svétlujeme v nasledné diskusi, jez vypliuje zbytek tohoto odstavce.

Véta 5.1 Uvazujme standardni model aritmetiky s pohyblivou tddovou cdrkou. Chyby
vznikagjici pri vypoctu algoritmu CG v konecéné aritmetice mecht jsou charakterizovany
vztahy (4.13)—~(4.17) a necht (¢ +n) k(A)e < 1. Potom pro pfirozené cislo d plati

2)

(5.1) |z — =]/ A (1 + EA%) — |z —zj4ala = (L + EA;d) vid+e2E];+ 0O(e%),
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kde v q je definovino v (3.34),

j+d—1

Vjd = Z '72‘“7”1’”27

=7

EA;IC)I a € A;QC)I jsou redlnd cisla, jejichz velikost lze odhadnout vztahy

(5.2) £ |A§12l] < er(A)O(cd) + O(?),
(5.3) e|AZ < er(A)O((G+d)n+ (j+d)*/2+ ) + O(e?)
(5.4) Efy=(x—xjq)" fiva — (@ — )" f}.

Horni odhad velikosti chyby 6E}-’7d je umerny strojové presnosti € a A-normé j-té chyby,
(5.5) e B gl < ellz — zj]lall AlIY?K(A) 20,10 O(c (j + d)) + O(?),
kde ©;1q4 je definovdino v (4.20).

o , . s . ; p 2 ) 2 v
Dukaz. Zabyvejme se nejdiive velikosti rozdilu ||z — z;||a — ||z — xj4+1||a v konecné
aritmetice. Protoze plati

lz—2ia = llo— 241+ 240 — )%
= |z —2jmlli + llzjs1 — zjla +2(x — zj501) Az — zj),

miizeme rozdil ||z — x;]|3 — ||z — z41]|4 vyjadiit ve tvaru
(5.6) lz = zillA =z = 2j4alla = Nz —2illd +2(2 = 2j500) T Az — 25).
Upravujme postupné vyrazy na pravé strané (5.6). Dosazenim za 11 dostavame

lzj1—xila = (yps+el) Alyp; +el)
= yip] Apj + 2eyp; Al + 27154

2

r

= (pH ]’p' + 8(}>p?Apj + 2¢ vjpjTAl;-” +O(e?)
j ADj

= lrll® + ¢ p] Apj + 2ev;p] Alf + O(e)

T
p; Ap; "
’T?"j”2j> + 2¢ ’yjp]TAlj + O(e?)

5.7 = lrlP(1+2q
Druhy vyraz z pravé strany (5.6) upravme nasledujicim zptisobem

(= 2j41) Alzjn —25) = (b— Azjr)" (ypj +el)
= (rjy1—efim1) (ypj) + e (@ — 2j1) AL
= yriap; — ey fiv +e (@ —x; — vp) TAL + O(%)
= i — € (@i — 25)" fim
+e(z — xj)TAlf - E’yijTAlf + 0(?)
(5.8) = jriapj — e ) Al
+e [(x — )T AL — (zj11 — 25)" fin] + O().
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Se¢teme-li podle (5.6) vztah (5.7) s dvojndsobkem rovnice (5.8), dostdvame po odecteni
vyrazu 2e yjp?Alf vyjadieni

TA
2 2 2
lo -zl — = — 251l = lirsl (1+ecj - ”2)+2w T, 10

(5.9) +2¢ [(z — mj)TAlJ (xjr1 — 25)T fj41] + O(E2).

Upravme vyraz na druhém fadku (5.9). Plati

Tr —

H

( DAL — (w1 — )" fin

(z —2;) Al — (x —25)" 31+ (@ —2500)" fin

= (z—2)Al — (w— )" (f; + [+ AI}) + (2 — 2541)" i
(

(5.10) = (r—aj) i — (@ —2)"fi — (& - xj)Tlg'

Dosadime-li za vyraz (z — :Uj)TAlf — (zj11 — )T fi+1 do (5.9), dostavame

Ap]
o — jlla — llo — 251 lla = 7;‘!%\\2( +€CW ERE ) + 29,77 41P;
—2¢ (z — a:j)Tl;
(5.11) +2e [(z — wjp)" fion — (@ —2)" 5] + O().

RozepiSeme-li skalarni soucin rﬁrlpj podle (4.42), dostavame z (5.11)

|z — |3 — o —2li = v-|r-l|2<1+ { }>
y g A JHJHZ ann?

Tir
lj

—2¢ (x — xj)
(5.12) 126 (@ — j40) fjs1 — (0 — )T f;] + O(E2).

Ekvivalentni vyjadreni rozdilu ||z — ;|| — ||# — 414 lze nalézt i v nasem ¢lanku [59,

vztah (10.1)]. Vztah (5.12) lze odvodit z [59, (10.1)] rozepsanim nékterych vektori podle

pfislusnych rekurenci. Vyjadfeni (5.11) ndm v nasledujicim umozni do detaili analyzovat

vztah mezi rozdilem ||z — x;]|3 — ||# — 2;+4/|4 @ hodnotou 1/] 4 v koneéné aritmetice.
Ozna¢me vyraz ve slozené zavorce v (5.12) symbolem A] 1)

J
p
A® = ’Y J Z
=G I J”2 H?“k\l2

Podle (4.51) a (4.32) zfejmé plati

(5.13) e AT <er(A)O(in+j%/2+0).
UvaZujeme-li rovnice (5.12) pro iteracni ¢isla j,...,j +d — 1, dostdvame jejich sectenim
jtd—1
lz = zjlA = llz = zj5alh = D wulnlP(L+eAd)
o

(5.14) —2 Z (z — )1} + 26 B 4+ O(e?).
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Definujme ¢isla Ag}i a Afc)l vztahy
jH+d— 1 Jj+d—1 QA 2
(1) —9 1’ - xz i A® =9 fYZ”TZH R e
Z lz — ;114 Bia Z
Potom zfejmé muzeme psat (5.14) ve tvaru
(5.15) |lz —z;|a(1+¢ A;lfj) — |z —zjala = (1+e A;lfj) Vid+2e EY ;+ O(e%).
Protoze podle (4.29) plati

g4 el(z — )" AVEATIRL

ellA™2|llle — il all
e (M)l —xila O(c) + |AT?|[le — 2; 4 O(?),

el(x —x;)

<
<

mizeme € ]A;lc)l] odhadnout nasledujicim zptsobem

j+d—1

K( x —x;||A Ofc
610 claii=2 ) © B A 4 00 < < x(A) Ofed) + O

V (5.16) jsme se dopustili malé nepfesnosti pti manipulaci s vyrazem O(g2). Tato ne-
piesnost je vSak plné ospravedlnitelnd, uvédomime-li si, Ze chyba O(e?) vznikajici pii
odhadovani [|I7[| v (4.29) je Gmérnd velikosti A-normy chyby ||z — z;||a-

Jelikoz plati ~;||r;||* > 0, lze 5Afc)l odhadnout s vyuzitim (5.13),

SR <22 max [AR] < ex(A) O +d)n+ (G +d/2+0) + OE)
1501

Tim jsme dokéazali prvni ¢ast véty, platnost vztahu (5.1). Zbyva ukazat (5.5). Z definice
EY ; a z monotonie A-normy chyby dostavame

e|EY 4] el(@ — xjpa) AVPATY2 g — e (x — xy)TAYRATY2f)

< elle—zjrallallfjvalla-r +elle — z5llallfilla-
< ellz —ajllalllfiralla— +11filla-1)
< ellz -z Al AT A]€54a Oc (j + d)) + O(?),
pfi¢emz v posledni nerovnosti jsme pouzili (4.19). Véta je dokdzana. O

Dausledky véty 5.1. Ze vztahu (5.1) plyne, ze v kone¢né aritmetice plati
(5.17) o = 5113 — llz — wjealls — 25 By vy + O(2).

Kvalita aproximativni rovnosti v (5.17) je dana velikosti vyrazi sA;IC)l a «SA;ZC)[. Je-li
napiiklad
() -11 ©) -13
€Aj’d~10 , 5Aj’d~10 )

lze ocekavat, ze ¢isla na pravé a levé strané aproximativni rovnosti (5.17) se budou sho-
dovat pfiblizné na 11 platnych cifer. Odhady (5.2) a (5.3) jsou zfejmé velmi nadhod-
noceny, coz potvrdi i numerické experimenty. Pokud bychom uvazovali, Zze vyrazy typu
O((j+d)n+(j+d)?/2+c) resp. O(cd) nehraji vyznamnou roli, uréoval by podle (5.2)
a (5.3) kvalitu aproximativni rovnosti (5.17) fad ¢isla € k(A).
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Pokusme se dale analyzovat vztah (5.17). Chybu EY ,,

v T T

4= (@ —2j4a) fiva — (x —25)" fj,
lze rozdélit na dvé ¢asti, prvni pfislusnou k || — z;{|a a druhou, ktera se svoji velikosti
vztahuje k || — xj14||a. Za pouziti nerovnosti

(x —2)T fi| = |(z — 2))TAY2ATY2£] < |lo — 25| all £l A1

mizeme vyjadrit (5.17) ve tvaru

filla- Si+alla-
o=yl (14 202 00 ) = o - gyl (14 2242 06 ) =+ 0.
|z —;]la |z — 2jialla

Uvédomme si, ze plati
(5.18) ellfilla-r = A7y — (& — 2;)| &

Pokud eventualné uvazujeme, ze po dosazeni irovné limitni hladiny piesnosti skute¢ného
rezidua konverguje euklidovskad i A~! norma rekurzivniho rezidua k nule, pfedstavuje
podle (5.18) stagnujici hodnota

ellfilla—
aroven limitni hladiny presnosti A-normy chyby. Podil
(5.19) Ifillas Ay — (2 —2))|a
To—ula - To-wla

je podle pfedchozi tvahy o vyznamu hodnoty ¢ || fj|| o-: maly, dokud A-norma j-té chyby
nedosahne limitni hladiny presnosti. Kvalita aproximativni rovnosti

(5.20) lz = alla = llz — zj+alla = vja

je zfejmé dana kvalitou aproximativnich rovnosti (5.17) a

(5.21) |4 Misallas oy
[ = jtalla

Zatimco kvalita aproximativni rovnosti (5.17) zlstava na ptiblizné stejné hladiné po celou
dobu vypoctu a je dana velikosti vyrazi 5A% a sAﬁl, kvalita aproximativni rovnosti
(5.21) se zhorSuje imérné fadové vzdalenosti poéitané A-normy chyby a limitni hladiny
presnosti A-normy chyby. Lze tedy ocekavat, Ze aproximativni rovnost (5.20) plati az do
trovné limitni hladiny presnosti A-normy chyby a pocet shodnych cifer na pravé a levé
strané (5.20) klesa imérné vzdalenosti od limitni hladiny pfesnosti A-normy chyby.

Z predchoziho plyne, ze hodnotu v; d lze pouzit k odhadu A-normy j-té chyby ve
smyslu popsaném v sekei 3.3, dokud A- norma (j + d)-té chyby nedosahne limitni hladiny
presnosti. Pokud plati

[ = 2|4 > |z — zjpall4,
je 1/]1.’/; dobrou aproximaci A-normy j-té chyby, i za situace, Ze A-norma (j + d)-té chyby
jiz lezi v hladiné limitni pfesnosti, t.j. ||z —2;44l|a ~ € || fj+dl a-1. Uvedme piiklad v konk-
trétnich hodnotach. Pfedpokladejme hladinu limitni pfesnosti A-normy chyby tmérnou
1071 ||z — zj]|a ~ 10713 a ||z — zj44]|a ~ 107 . Potom plati
|z — ;| A1+ O(07H) + ||z — a3 O(1072) = vj4.

a odmocnina z pravé strany (t.j. v, d) je dobrym odhadem A-normy j-té chyby s relativni
odchylkou O(1071).

Poznamenejme, ze A-norma chyby dosahne limitni hladiny pfesnosti pfiblizné ve

stejné iteraci jako norma skutecného rezidua. Tvrzeni plyne ze vztahu mezi obéma vektory
Az — zj) = AYV2(AY2(z — 2)).
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5.2.2 Analyza odhadu A-normy chyby zaloZeného na v,

V predchozim odstavci jsme ukézali, Zze k odhadu A-normy chyby lze v aritmetice s ko-
necnou pfesnosti pouzit jednoduse pocitatelnou hodnotu v; 4. Mohlo by se zdat, Ze jiz
neni potfeba analyzovat jiné matematicky ekvivalentni odhady, které jsou vice pocetné
naro¢né a pritom davaji (v nejlepsim pripadé) stejné vysledky. Vérime, ze tomu tak neni.
Dtvodt uvedeme hned nékolik.

Kromeé klasickych matematickych diivodi jako jsou uplnost predklddané teorie a moz-
nost aplikace FeSeného problému k jingym ucéelim, o kterych zatim nevime (vSechno se
mize jednou hodit) je jednim z podstatnych divodi demonstrace dulezitosti analyzy li-
bovolné formule, kterd poéita néjakou konvergenéni charakteristiku (nebo jeji odhad). Na
prikladu

Oja =19 (€jpa —25) — ] (€5 — 20) + 11 4(Tj1d — T0)
uvidime, zZe ackoliv platnost vztahu (3.28) neni zaloZzena na globalni ba ani na lokalni
ortogonalité, ale pouze na vztahu mezi rekurzivnim a skutecnym reziduem a tudiz by se
mohlo zdat ze ,musi“ platit az do doby kdy norma skutec¢ného rezidua dosdhne limitni
hladiny pfesnosti, 1ze ¥; 4 pouzit k odhadu A-normy chyby pouze omezen¢, dokud se A-
norma chyby nepfiblizi k hranici tmérné ¢!/2. Potom jiz je hodnota (19j7d)1/ 2 pro odhad
nepouzitelna. Pfic¢ina tkvi v poc¢itani rozdilu ;14 — x;. Definujeme-li

jHd—1
(5.22) 54 = rd Z YiDi — r;fp(a:j —x0) + Tﬂd(l’ﬁd — Tp),
i=j

t.j. pocéitame-li uvedeny rozdil vektortu jinym zptsobem, dojde k odecteni urcitych zao-
krouhlovacich chyb a najednou zacne vSe fungovat az do iterace, ve které dosdhne A-
norma chyby, resp. skuteéné reziduum limitni hladiny presnosti.

Dilezitou roli v nasich tvahach bude hrat rozdil fj;q — fj, ktery lze podle (4.22)
vyjadrit ve tvaru

(5.23) fiva— fi = of + ALL,

kde
j+d—1 j+d—1

ol = Z I, ¢ = Z I
1= =]

V nasledujici vété ukazeme, ze velikosti zaokrouhlovacich chyb, které vystupuji ve vztahu
mezi ¥} g resp. 19; 4 @ rozdilem kvadratd A-norem neklesaji resp. klesaji tmérné velikosti
A-normy j-té chyby.

Véta 5.2 UvaZujme standardni model aritmetiky s pohyblivou Tddovou carkou. Chyby
vznikagict pri vypoctu algoritmu CG v koneéné aritmetice necht jsou charakterizovdny
vztahy (4.13)~(4.17). Potom pro hodnoty ¥;4 a U5, definované v (3.33) a (5.22) plati

(5.24) lz =214 = llo —2jallh = Vja+eBlq—el(e—w) AL,
(5.25) lz —ajla =l —zjralh = Oat+eEjq+ O,

pricemz E}{d je mozno vyjadrit ve tvaru

(5.26) vi=(@—2j0) (fixa+ fo) — (x—x)T(f; + fo) — (z — 0)" 0.
Velikost chyby 5Eﬁd je umérnd strojové presnosti € a A-normé j-té chyby, plati

(5.27) e Byl < ellz — ajl|al Al 25(A) 2014 O(c (j + d) + O(),
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kde ©jq je definovdno v (4.20). Mezi EY ; a EY ; plati vztah

(5.28) Eﬁd = ;,d, - foT(ijrd - CUj) —(z - xo)TQ?-
Dukaz. Podle odvozeni (3.22) plati
(5.29) lz — zolfa = (z — 2;)" A(zj — o) + (z — o) " Al — w0) + || — ;-

Uvazujeme-li (5.29) pro itera¢ni ¢isla j a j + d, dostdvdme po odecteni obou rovnic a
jednoduché algebraické manipulaci

|z — 373‘”2A — |z - »”Uj+d||_%; = (v— xo)TA(SUjer )
— (z — 2;)T A(x; — x0)
+ (33 — J}j+d)TA($j+d — xo).

Dosadime-li za vektory A(z — ;) =b— Az, i =0,7,j + d, podle (4.18) vektor r; — ¢ f;,
dostavame

lz —a;lA =z —2jala = (ro— €fo)T(g{j+d — ;)
= (rj—efi) (2 — o)
+ (rjva = € fia)” (Zjta = o)
(5.30) = 10 (Tjra — 7;5) — € fo (Tj4d — 75)
— ] (¢ — x0) + & f] (2 — wo)
+ 1l g(jed — 20) — € fya(@j4d — T0).
Srovnani (5.30) s definici ¥; g vede na vyjadieni

o —z;lla — |z —zjpala = Yja—fo (@jpa— ;) + € f; (x5 — z0)
—€ jTer(ﬂ?jer—on)
= Vja—cfi (jpa— ;) +ef] (x; — x0)

—€ jT+d($j+d —xj) —¢ ]'T+d($j — x0)
= 0,4
(5.31) —e(fo+ fiza) (@jra — x5) — e (fira — f3)" (z; — z0).

Pfi¢teme-li a odec¢teme vektor = v druhych slozkach skalarnich souéinii v (5.31) dostavame
roznasobenim

lz —zj|A = lz — zjallA = P54
—&(fo+ fiva) (j4a— ) — € (fo + fira)" (z — x5)
te(fira— 1) (@ —a;) —e(fixa— fi)" (= — x0).

Secteni skaldrnich souc¢inti s druhou slozkou x — x; vede na vyjadieni
lz =zl = o —zjrala = Y50 —e(fo+ fiva) (xjra—2) —e(fo+ ;)" (x — ay)
—e(fjra— )" (z — z0).
Rozepiseme-li rozdil f;q4 — f; podle (5.23) a definujeme-li
E)y= (@ —2j4a)" (fixa+ fo) = (@—2)"(f; + fo) — (& — x0)" 0],
dostavame

o —zjlA =l — zjpalla = Y5a+e(fo+ fiva) (@ —jra) — € (fo+ i) (z — 25)
—€ (Q;l + Aéj-l)T(:z: — x0)
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= VYjat+ebl,—c(r— a:O)TAgjd.
Ukézali jsme, Ze plati (5.24). Vénujme se nyni vztahu (5.25). Podle (4.14) je

jd—1
(5.32) Tira—ri= Y vipi+edl.

Nahradime-li ve vyjadfeni ¥; 4 rozdil vektorii x4 — x; podle (5.32) a uzijeme-li definice
19; 40 dostavame

ﬂjd = ﬁ*d—i-eroé’d

)

(5.33) = 9,+el@—x0) AL+ O(ED).

Dosadime-li 9, 4 ve tvaru (5.33) do vztahu (5.24), odecte se ziejmé vyraz e(z — xg)TAﬁjd
a dostdvame (5.25). Vztah (5.28) obdrzime nasledujici apravou E7 ;:

El, = (x— x]er)T(fJer + fo) — (=) (fj + fo) — (x — o) o
= (@—wjqa) firat+ fo (@ —xja) — fo (x —25) — (2 — ;)" f; — (. — m0)" 0]
= (@- “’”J+d) ja = (@ = 2) T fj = fo (wj1d = 25) = (2 = 0)" ¢f
= By~ fo (tj4a— ;) — (& —w0)" of.

Zbyvéa odhadnout chybu ¢ E? - Protoze plati

ed max ||er |z — xo|
J<i<j+d—

<
< elle— %IIAH szIIIAIIIIIE — o] O(cd) - O(<?)
< ez —allal ATV ]A0; O(cd) + O(?),

el(z —z0)" of

dostavame z definice E;? d

IN

ellz —allal A7 211 jeal + 150D + (@ — 20) of
ellz — ;| AllATV?[|Al|©;4a O(c (j +d)) + O(?).

IN

Véta je dokazana. O

Dusledky véty 5.2. Podle tvrzeni véty 5.2 plati rovnost
2 2 2
|z = zjla — |z — zj+alla = Vg + e Ej g+ O(),

a chyba 5E}9 4 Je podle (5.27) timérna strojové presnosti €, A-normé j-té chyby a dalsim
faktortim, které souviseji s vlastnostmi matice a s velikosti norem pocitanych aproximaci
feSeni. Podle (5.25) a (5.27) existuje ¢islo Cj 4 takové, ze

Crdl < I AY25(A)!/?6;.a O(c (j + d))
a plati
€E}id = —£ ||$ — $jHACj,d'
Rovnici (5.25) potom muZeme piepsat ve tvaru

eC;

L)~ =yl = 950+ O
J
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Velikost ¢isla e C; 4 souvisi s limitni hladinou pfesnosti A-normy chyby a proto lze oce-
kévat, ze aproximativni rovnost

g Cj,d

[ =2l a

12
—

(5.35) 1+

bude splnéna do té doby, dokud se aktualni A-normy chyb nepfiblizi k limitni hladiné
presnosti A-normy chyby. Lze tedy ocekavat, ze plati aproximativni rovnost

(5.36) lz —a;llA =z — 2j1ala = g

a pocet shodnych cifer na pravé a levé strané (5.36) klesd imérné vzdalenosti od limitni
hladiny presnosti A-normy chyby. Hodnoty (9 d)l/ 2 1ze pouzit k odhadu A-normy j-té
chyby, dokud ||z — z||a nedosdhne hladiny tmérné hladiné limitni pfesnosti A-normy
chyby.

Vénujme se nyni analyze vztahu (5.24). Rozdil kvadratt A-norem j a (j + d)-té chyby
se od hodnoty 9, 4 1isi v konec¢né aritmetice podle (5.24) o chybu

eE],—¢e(r— :L'o)TAEf + O(e?).

Chyba E;? 4 hezplsobuje Zddny problém, protoze je jeji velikost imérna aktualni A-normé
chyby. Velikost vyrazu —e (z — xo)TAéf ziejmé neni tmérnad A-normé j-té chyby a plati

T A ¢d
- AgY| <edllz — m 1re
le(x —20)” Agj| < edx éﬁowAjgié?ideZHA
S pfibyvajicimi iteracemi lze ocekavat, zZe
le (x — 20) " AL ~ & ||z — zo|a |z a-

Jakmile tedy A-norma chyby dosdhne hladiny tmérné e!/2 (t.j. kvadrat A-normy chyby
doséhne hladiny tmérné ¢), stava se chyba ¢ (z — xo)TAéjl ve vztahu (5.24) dominantni
a hodnota v; 4 piestane byt pouZitelna pro odhad A-normy chyby. Pod hladinou, ktera
je tmérna £1/2 zacne platit vztah

9.4l ~ |e (z — 20)" ALY

5.2.3 O odhadu A-normy chyby zaloZeném na /4

Pro aplnost uvadime tvahu o pouzitelnosti hodnoty ;4 ke konstrukci odhadu A-normy
chyby. Ze vztahu
T T
Vja = pjd —Tj (zj — 20) + 7”j+d(90j+d — Zo),

plyne na zakladé (5.24) rovnost
o —2ilA — o —zjpala = mja—7] (35— 20) + 774 4(@j1a —x0) +€ Ej g — £ (x —0) AL

V predchozim odstavci jsme vysvétlili, Ze vyraz e (z — ZL’o)TAf;i predstavuje potize, na
zékladé kterych mohl byt odhad zaloZeny na 1; 4 pouZit pouze do urovné, kdy A-norma
j-té chyby klesla na hodnotu tmérnou £1/2. Tento vyraz zmizi z pravé strany vyse uvedené
rovnice, pocitdme-li rozdil z;,4 — x; vhodnym zptsobem. Definujeme-li

jHd—1

* — T
Hia=To E YiPi,
i=j
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Obrazek 5.1: Limitni hladiny pfesnosti

plati zfejmé
|z = ;A =z = jalh = 1w5a — 7] (2 — 20) + 7] a(Tj4a — 20) + € Ej g + O(%).

Vyraz typu TjT(xj — x0) je zfejmé svoji velikosti tmérny A-normé j-té chyby (to zajistuje
pfitomnost rezidua r;). Umérnost tohoto vyrazu k strojové piesnosti € viak ziejmé zéavisi
na tom, zda je reziduum r; kolmé na vsechny smérové vektory z pfedchozich iteraci, tedy
na kvalité zachovani globalni ortogonality. Dojde-li pfi pocitani v konec¢né aritmetice ke
ztraté globalni ortogonality (a to nastava velmi ¢asto), nelze hodnot y; 4 ani u; 4 bouZzit
k odhadu A-normy chyby. Pfesnéji feceno, ,u;d lze pouzit k odhadu A-normy chyby
piiblizné do té doby, dokud plati ||z — z;]|la > [T VIV,]|¢.

5.3 Numerické experimenty

Numerické experimenty provadime na stejném piikladu a se stejnou strojovou presnosti,
jak bylo uvedeno v sekci 4.5. Numericky prokazeme, ze stagnujici hodnota ¢ || f;||a-1
skutecné reprezentuje limitni hladinu pfesnosti A-normy chyby. Na nasem konkrétnim
prikladé potvrdime spravnost tvah uvedenych v dusledcich véty 5.1, budeme se zaby-
vat aproximativni rovnosti (5.17). Ukazeme, ze odhady zaloZené na pocitani v;4 a 19;’ d
jsou pouzitelné i v pripadé, kdy jsou lokalni zaokrouhlovaci chyby podstatné zesilovany
v pribéhu vypoctu algoritmu CG v konecné aritmetice. Na tomtéz pfikladé budeme de-
monstrovat omezenost pouziti odhadii zaloZenych na p1; 4 a ¥; 4.

V sekci 5.2 jsme velmi ¢asto hovofili o limitni hladiné presnosti skutecného rezidua a A-
normy chyby. Ukazme si nyni numericky, Ze limitni hladina presnosti skute¢ného rezidua
souvisi s velikosti hodnoty ¢ || f;|| a hladina limitni pfesnosti A-normy chyby s hodnotou
e|lfjlla-1, jak jsme naznacili v (5.19).

Na obrazku 5.1 je znazornéna norma skutecného reziduum b — Ax; (tucné carkovana
kiivka) a A-norma chyby ||z — z;||a (tu¢na plna kfivka). Vidime, ze kiivky ¢ || f;|| (tenka
¢arkovand) a e || fj||a-1 (tenkd plnd) reprezentuji limitni hladiny presnosti skuteéného
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Obrazek 5.2: Detail - limitni hladiny pfesnosti

rezidua a A-normy chyby. Poznamenejme, ze vektor f; a ¢islo || fj||a—1 jsme pocitali v na-
sobné aritmetice. Po celou dobu vypoctu jsou e || fj|| a || fjl|a-1 velmi mirné rostouci,
drzi se na témér stejné hladin€ blizké strojové presnosti €. Jak jsme piedpoveédéli v od-
dile 5.2.1, norma skute¢ného rezidua a A-norma chyby dosahnou svych limitnich hladin
presnosti piiblizné ve stejné iteraci, o ¢emz se mizeme presvédéit na detailnim pohledu
obrazku 5.2.

Vénujme se nyni vztahu (5.1) a aproximativnim rovnostem (5.17) a (5.20). V du-
sledcich véty 5.1 tvrdime, Ze kvalita aproximativni rovnosti (5.17) (pocet shodnych ¢islic
pravé a levé strany) je ddna velikosti vyrazi e A;fc)l ae A% Odhady (5.2) a (5.3) velikosti
téchto hodnot jsou zalozeny na odhadech velikosti lokalnich zaokrouhlovacich chyb 5(}7
a elj, o kterych jsme v numerickych experimentech predchozi kapitoly ukazali, Ze jsou
velmi nadhodnoceny; pii praktickych vypocétech se misto faktoru x(A) resp. ||A|| proje-
vuje pouze faktor x(A)'/2 resp. ||A|Y/? a navic dochazi ke kraceni. Proto lze ocekavat,
Ze velikosti vyrazu 5A;1)1 a sAfC)l nepievys vyrazné hodnotu e k(A)'/? a aproximativni
rovnost (5.17) bude platit s vyssi pfesnosti, nez predpovida véta 5.1 a vztahy (5.1)—(5.3).

Pro jednoduchost jsme uvazovali krok d = 1. V aritmetice se strojovou pfesnosti é ~ &3
jsme vypocetli ¢len O(e?) z (5.15) a oznagcili ho 521@;@,
52Ejy‘,d = |z —x;)A(l +¢ A;Z) — |z —zjala — (1 +e A;i)i) vid—2e B, + O(e3).

Graficky ukazujeme kvalitu t¥1 aproximativnich rovnosti

(5.37) lv = zilfa = lle —2j4ala = via,
(5.38) lr = alfa = llo = zj4ald — 26 Bfy = va,
(5.39) le = alfa = llo = zjealla =26 Bjy = vja+e By,

Na obrazku 5.3 znazoriiujeme plnou kiivkou normélni tloustky A-normu chyby ||z —x;]|A.
Normaélni ¢arkovanou kiivkou zobrazujeme podil

(AB1) llz — 24 — |z — 2j4alla — vjd
Vjd ’
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Obrazek 5.3: Kvalita aproximativnich rovnosti

ktery svym pribéhem potvrzuje, ze kvalita aproximativni rovnosti (5.37) se postupné
zhorsuje s tim, jak se A-norma chyby pfiblizuje k limitni hladiné p¥esnosti. Kvalita apro-
ximativni rovnosti (5.38) vyjadfend podilem

llz — 2513 = llz — 2j4alh — via — 2 B}

)

(AE2)

l/]7d

zakreslenym tlustou ¢arkovanou kiivkou se drzi na hladiné timérné strojové presnosti €,
dokud se neza¢ne v aproximativni rovnosti (5.38) projevovat ¢len O(g?).

Aproximativni rovnost (5.39) plati po celou dobu vypoétu. Prava a leva strana (5.39)
se shoduji priblizné na pocet cifer, ktery je dan fadem strojové presnosti € a tedy s vyssi
presnosti, nez jsme piredpovédéli v disledcich véty 5.1. To mtzeme lehce vycist z obrazku
5.3 z tlusté plné ktivky, kterou znazornujeme podil

. o =213 — o = y2alfy — vy — 26 By — B

vja + 2B |

vypovidajici o kvalité aproximativni rovnosti (5.39). Uvazujeme-li eventudlné, ze po dosa-
%en{ limitni hladiny pfesnosti A-normy chyby konverguje rozdil ||z — z;]|3 — ||z — j+al%
a hodnota v; 4 k nule, zac¢ne zfejmé platit aproximativni rovnost

v ~~ 2 ~V
—2¢ Ej,d ~ & Ej,d

Vénujme se poéitani odhadit A-normy chyby (programem MATLAB 5.1). Pro experi-
menty jsme zvolili konstantni krok d = 4.

Obrézek 5.4 ukazuje, ze odhady 7;,4'/* (tecky), pocitany algoritmem CGQL [18], 97, 1/2
(¢arkovana kiivka), a v; 4'/? (¢erchovand kiivka) davaji, i za silného vlivu Zaokrouhlovacmh
chyb na algoritmus, spravné vysledky; vSechny kfivky jsou v podstaté totozné dokud
|z — xj||a (plnd kiivka) nedosdhne své limitni hladiny pfesnosti. Ztrata ortogonality,
méfend pomoci ||I — V?Vj\| r, je zakreslena prikfe rostouci teckovanou kiivkou. Vidime,
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Obrazek 5.4: Odhady pouZitelné v kone¢né aritmetice.

Ze pro j ~ 22 je ortogonalita mezi poéitanymi lanczosovymi vektory tiplné ztracena. Cislo
lle f;ll, které méfi normu rozdilu skutecného a rekurzivniho rezidua je znazornéno témér
vodorovnou teckovanou kfivkou, kterd ztstava blizka strojové presnosti € béhem celého
vypoctu.

Na obrazku 5.5 vykreslujeme odhad poc¢itany pomoci | Mj,d|1/ 2 (¢erchovana ¢ara) a
zdiraznujeme dilezitost korekéniho vyrazu

Cjd = _TJ‘T(%' — o) + 7”]T+d($j+d — xg),

znézornéného teckami. Jakmile je globélni ortogonalita méfend ||I — V;‘-FVjH F a zakres-
lena teckovanou kfivkou ztracena, t.j. jakmile kiivka ztraty ortogonality pfetne kiivku
|z —z;||a (plnd kiivka), prestava odhad zalozeny na p; 4 fungovat, coz je ziejmy dusledek
zévislosti vztahu (3.27) na globalni ortogonalité. Korekéni vyraz c; q se stava dominantni,
kiivky |cjq'/? a |pjq|'? jsou od ztraty ortogonality v podstaté totoiné a |u;q|'/? pie-
stava vydavat rozumné vysledky korespondujici s A-normou chyby (1;4 dokonce nabyva
zapornych hodnot, proto po¢itdme odmocninu z absolutni hodnoty).

Pokud pfi¢teme k p; 4 korekéni vyraz c;q, ziskdme ¥;4 (|9;4]"? je zobrazeno Car-
kovanou ¢arou). Jestlize vSak nepocitame rozdil x; — xj14 zptisobem, ktery byl popsan
v analyze zaokrouhlovacich chyb, funguje odhad |49, 4|'/* pouze do trovné tmérné odmoc-
ning ze strojové piesnosti (porovnejte [J;4|"/* na obrazku 5.5 s 9% ;' na obrézku 5.4).
Pri¢inou nefunkcénosti tedy neni ztrata ortogonality, ale nevhodnym zptsobem pocitany
rozdil vektorti. Odmocninu opét pocitdme z absolutni hodnoty ¢isla ¥; 4, protoze 1, 4 na-
byva od urcitych iteraci zapornych hodnot. To jen dokumentuje, ze vydavané informace
uz nijak nekoresponduji s A-normou chyby.

Zavérem poznamenejme, ze odhadu A-normy chyby lze pouzit i k odhadu euklidovské
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Obrazek 5.5: Odhady zaloZené na fi; 4 a ¥; 4.

normy chyby. Pouzijme vysledku z [32, Véta 6:3], plati

;%
(5.40) |z — 2] = |z — 2] = s Ap,) (& = 2l A + [l = zj4[a)-
j» AP
Sec¢tenim rovnic (5.40) pro j,...,j5 +d — 1 dostavame
S Il?
(5.41) Iz — 2l = ) o ;p,) Iz = zilla + |z — ziall2) + llz — zjpal®.
Z:] (3 (]

Za predpokladu |z — z;||? > ||z — x;44||* je hodnota

TEL |pal?
(5.42) Yo P (- 2l + Nl — 2R
i—j (pl ) Apl) ‘ ’

dobrym dolnim odhadem kvadratu euklidovské normy chyby ||z — z;||?>. Hodnotu (5.42)
neumime sice vyjadrit pfesné, ale muzeme ji zdola odhadnout tak, ze nahradime hodnoty
|z — z;||% jejich dolnimi odhady. Uvédomme si, Ze chceme zirovei pouzit odhady pro

kvadraty A-norem chyb
||$ - :Ej||2Aa SUR) ||£L' - :Ej-l-d”?&'

Jestlize odhadneme ||z — x;4q/% pomoci v;i 4.4, potiebujeme znat hodnoty ~;||r;|%, i =
j+d,...,7+2d — 1, kterych lze dale pouzit k presnéjsimu odhadu kvadratd A-norem

chyb ||z — z;||4 pro i < j + d. VyuZijeme-li identit

j+2d—1

lz =zl = > lrill? + e — 2424l
i=j
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Obrazek 5.6: Odhad euklidovské normy chyby

j2d—1
Iz —zjalla = Y wllrill® + llz — zj42ala,
i=j+1
Jj+2d—1
lz —ziala = Y vlrl®+ Iz — 2j42alla,
i=j+d

a predpokladu ||z — zj14/|A > ||z — zj124/%, je hodnota

& NN
(5.43) Gd= > m(’nllnll2+2 > vkurkHZ)
= Pi, ADq k—it1

dobrym dolnim odhadem hodnoty (5.42) a tudiZ i kvadratu normy chyby [z —x;||?. Zfejmé
tedy v itera¢nim kroku j + 2d obdrzime odhad euklidovské normy chyby z kroku j (oproti
odhadu A-normy chyby potfebujeme dvojnasobny pocet ,predpocitanych“ kroki).

Na obrazku 5.6 znazoriiujeme plnou kiivkou euklidovskou normu chyby |z — z;|| a
¢arkovanou kiivkou odhad g;ﬁ (d = 4). Je ziejmé, Ze hodnota g;fdz je dobrym odhadem
euklidovské normy chyby |z —z;|| kdykoliv dochézi k dostate¢né velkému poklesu normy i
A-normy chyby. Z numerického experimentu je vidét, Ze ztrata globalni ortogonality (tec-
kovana kiivka) nemd vliv na aplikovatelnost odhadu. Pro ospravedlnéni pouziti odhadu
g;:f v konec¢né aritmetice bude nutné provést analyzu zaokrouhlovacich chyb ve vztahu
(5.40), t.j. ukazat, Ze tento vztah plati i v kone¢né aritmetice s néjakou malou nepfesnosti,

ktera je imérna strojové presnosti ¢ a velikosti aktualni normy chyby ||z — z;]|.



DOSAZENE VYSLEDKY, ZAVERY A SHRNUTI

Ve druhé kapitole jsme se zabyvali vztahem metod s kratkymi a dlouhymi rekuren-
cemi. Konkrétnéji, uvazovali jsme Lanczosovu metodu pro feSeni nesymetrickych systému
linearnich rovnic (LM) a vénovali jsme se zkoumani parametru LM, stinovému vektoru,
ktery ovliviiuje konvergenci této metody a hraje tedy zfejmé dulezitou roli ve vztahu
Lanczosovy metody a ostatnich krylovovskych metod.

Rozsifili jsme vysledky prace Greenbaum [25] a ve vété 2.3 jsme presné rozlisili, kdy
lze rekurence trikrokové krylovovské metody povazovat za rekurence Lanczosovy metody,
t.j. kdy existuje stinovy vektor takovy, ze LM pocita vektory dané trikrokové rekurence.
Pomoci stinového vektoru lze parametrizovat vSechny tiidiagonalni matice podobné matici
A, které maji prvky ve vedlejsich diagonalach nenulové (véta 2.4).

Ukézali jsme, zZe je mozné urcit stinovy vektor tak, aby Lanczosova metoda vypocetla
vybrana rezidua jiné krylovovské metody napi. GMRES. Pokud vsak dlouhé rekurence
uvazované krylovovské metody nemaji specidlni tvar, lze Lanczosovou metodou vypo-
¢ist nejvyse logy(n) rezidui, coz poukazuje na komplikovanost vztahu mezi Lanczosovou
metodou a ostatnimi krylovovskymi metodami.

V zévéru druhé kapitoly jsme na prikladu teoretické krylovovské metody, kterda nahodné
vybird vektor z k 4+ 1 rozmérné jednotkové koule a urcuje reziduum jako prinik vybra-
ného sméru s varietou rezidui, vysvétlili pfirozenost faktu, ze jsou konvergenc¢ni kiivky
klasickych krylovovskych metod ¢asto velmi blizké konvergené¢ni kiivce GMRES vzdy, kdyz
dochézi k jejimu dostatecné rychlému poklesu. Zaroven jsme vysvétlili, ze ndhodné voleny
stinovy vektor je néco jiného nez ndhodné volené koeficiety v t¥ikrokové rekurenci.

V numerickych experimentech druhé kapitoly jsme ukézali, Ze Lanczosova metoda miize
skute¢né vypodist vybrand rezidua metod FOM a GMRES. Vyjadiili jsme sviij nézor,
jakym zptisobem je spravné volit ndhodny vektor. Numericky jsme uréili stinovy vektor
optimélni ve smyslu argumentu minima funkcionalu (2.40) a pozorovali jsme velmi blizké
reziduové kiivky QMR a GMRES.

Podle naseho ndzoru jsou, z teoretického hlediska, metody s kratkymi rekurencemi
velmi efektivni, protoZe s malymi vypocetnimi naklady velmi casto urcuji dobré aprorimace
resent (blizké aprozimacim metody GMRES). Z praktického hlediska jsou fundamentalnim
probléemem metod s krdatkymi rekurencemi zaokrouhlovaci chyby, které mohou zpusobit
zpozdéni konvergence ale i Uuplné znehodnoceni vipoctu a je tedy velmi Zadouci pochopit
chovdni téchto metod v konecéné aritmetice pocitace.

V kapitolach 3, 4 a 5 a jsme se podrobné zabyvali odhady A-normy chyby v metodé
sdruzenych gradientidi a jejich pouzitelnosti v konecné aritmetice pocitace. V kapitole 3
jsme ukazali, ze odhady zalozené na Gaussové kvadratufe jsou matematicky ekvivalentni
odhadim odvozenym algebraickou cestou a zformulovali jsme obecny princip odvozovani
odhadtt A-normy chyby (sekce 3.3) na zakladé znalosti hodnot z Gaussova kvadraturniho
vzorce (3.19).

Algebraickou cestou jsme odvodili novy odhad a upozornili jsme na fakt, Zze nejjednodussi
odhad v; 4 lze v podstaté nalézt jiz v ptvodni praci [32]. Na piikladu odvozeni odhadu
vjq uvedeném v [4] jsme vysvétlili, ze samotné pouziti globalni ortogonality resp. A-
ortogonality pii odvozovani formule nemusi nutné vést k neplatnosti vysledného vztahu
v kone¢né aritmetice. Nevhodna volba postupu pfi odvozeni formule vSak vzdy komplikuje
jeji analyzu v koneéné aritmetice.

Matematicky model CG v kone¢né aritmetice zaloZeny na pochopeni CG ve smyslu
Gaussovy kvadratury a princip zpozdéni konvergence jsme prezentovali v kapitole 4.
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Formalné jsme popsali zaokrouhlovaci chyby vznikajici pfi vypoctu algoritmu CG v ko-
necné aritmetice a odhadli jsme jejich velikost. Ukazali jsme, Ze velikost skaldrniho souc¢inu
mezi j-tym smérovym vektorem a (j + 1)-nim reziduem (lokalni ortogonalitu) 1ze odhad-
nou pomoci hodnoty timérné strojové presnosti €, kvadratu normy j-tého rezidua a druhé
odmocniny z ¢isla podminénosti matice A (véta 4.1).

V numerickych experimentech této kapitoly jsme se zabyvali jevem kraceni a skutec-
nou velikosti zaokrouhlovacich chyb vznikajicich pfi vypoctu v jednotlichych rekurencich.
Vektory a skalary reprezentujici zaokrouhlovaci chyby v jednotlivych rekurencich jsme
pocitali za pouziti nasobné aritmetiky. Nazorné jsme demonstrovali, ze odhady lokalnich
zaokrouhlovacich chyb jsou pii praktickych vypoctech ¢asto velmi nadhodnocené a ze lo-
kalni ortogonalita mezi smérovym vektorem a reziduem z nasledné iterace je splnéna pri
praktickych vipoctech mnohem lépe, nez naznacuje vysledek nasi véty 4.1.

v

uvedenou v nasem ¢lanku [59] a provedli jsme rovnéz analyzu zaokrouhlovacich chyb
u novych odhadt 19? a0 Vjd-

NasSe analyza prokazala, ze odhady zaloZené na v; 4 a ﬁ; 4 1ze pouZit i za situace, kdy se
vypocty algoritmu CG v konecné aritmetice vlivem zaokrouhlovacich chyb velmi lisi od
svych idedlnich vzort. Odhady pocitané z hodnot ;4 a 19, 4 jsou zatizeny chybami, které
vyraznym zpusobem omezuji jejich aplikovatelnost v konecné aritmetice.

Numerické experimenty kapitoly 5 potvrzuji predpovédi, které jsme obdrzeli pfi analyze
zaokrouhlovacich chyb. Déle jsme numericky pfedvedli, Ze hodnota || f;||o-1 reprezen-
tuje limitni hladinu pfesnosti A-normy chyby a ukazali jsme, Ze se kvalita aproximativni
rovnosti

2 2
e = zjlla = llo = zj1alla = vja
postupné zhorsuje s tim, jak se A-norma chyby pfiblizuje k limitni hladiné pfesnosti. V za-
véru numerickych experimentii jsme pouzili vysledki ptivodni prace Hestenese a Stiefela

[32] ke konstrukci odhadu euklidovské normy chyby a demonstrovali jsme funkénost tohoto
odhadu v prostfedi koneéné aritmetiky pocitace.

Nejjednodussi cestou k odhadu A-normy chyby je pouZit hodnoty v; g4, jejiz vypoc-
teni nevyZaduje v podstaté Zadné operace navic a je numericky stabilni aZ do dosaZent
limitni hladiny presnosti A-normy chyby. K uspokojivému reseni problému odhadu A-
normy chyby zbyva nalézt zpusob, jak adaptivné volit délku krok d tak, aby se zohlednila
presnost, s niz chceme A-normu chyby odhadovat.
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