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® gewoOhnliche x partielle
® lineare x nichtlineare
® homogene x inhomogene

Verschiedene DGLen erfordern verschiedene
Lésungsmethoden.

3/60




Differentialgleichungen

Motivaton ® gewoOhnliche x partielle
Differentialgleichungen

Typeineilng ® lineare x nichtlineare
Elliptische Randwertprobleme

Wiederholung

Finite Differenzen . homOgene >< InhomOgene

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme Verschiedene DGLen erfordern verschiedene
Lésungsprozess und Fehlers LOSU ngS m ethOde n .

Weitere Problemklassen

Wir konzentrieren uns auf lineare partielle
Differentialgleichungen (PDGL) zweiter Ordnung:

_ Z ik (T ) Uy, + sz(aﬁ)ux + c(z)u = f(x)

i k=1

Koeffizienten a;;(x) definieren symmetrische Matrix A(z).
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Typeinteilung
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. nach Eigenwerten von A(x) und Rang von [A(x)|b(z)]

® elliptische, z.B.
Au = f (Poisson-Gleichung),
® hyperbolische, z.B.

0’u 0w -
=%~ 3E = 0 (Wellen-Gleichung),

® parabolische, z.B.

ou  O%*u . .
% 9g 0 (Warmeleitung).
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Elliptische Randwertprobleme

Motivation MOde”prOblem

Differentialgleichungen
Differentialgleichungen

Typeinteilung - Au — f In Q
Elliptische Randwertprobleme

Wiederholung + Randbedingungen auf I' = 012
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Finite Elemente
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Elliptische Randwertprobleme

Motivation Modellproblem

Differentialgleichungen

Differentialgleich .
ypeieiung ~Au = f in Q

,
Wiederhalung + Randbedingungen auf I' = 012

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme Klassifikation von Randbedingungen (RB):

Lésungsprozess und Fehlers .
® Dirichlet RB

Weitere Problemklassen

u =g anFz‘gF,

® Neumann RB

1,
7u = g auf ', €I,
v

® Cauchy RB

— tou = ¢ auf I'; C T
ov
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Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Idee: Taylor Entwicklung

Differenzen Sterne 2D

Dirichlet Randbedingungen . . .
Neuman Randbedingungen FI n Ite D Iffe re n Ze n M et h Od e
Idee von Finiten Differenzen

Konvergenz

Konvergenz-Beispiel

Vorteile und Nachteile

Testproblem

Darstellung
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Idee: Taylor Entwicklung

Molivation Taylor Entwicklung von u in Gitterpunkten

Differentialgleichungen
Finite Differenzen h / h2 1/
e ayor Eovickong | v(r—h) = U(w)—ﬁv($)+gv($)—-~o

Differenzen Sterne 2D

Dirichlet Randbedingungen 2

Neuman Randbedingungen h / h //

Idee von Finiten Differenzen ’U(IE —|— h) = ’U(f[,') + — U (:Ij) —|_ — U (:U) —|_ . e
Konvergenz 1 ! 2 !

Konvergenz-Beispiel
Vorteile und Nachteile
Testproblem
Darstellung
Experiment
Darstellung
Wiederholung

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Idee: Taylor Entwicklung

Motvaton Taylor Entwicklung von « in Gitterpunkten

Differentialgleichungen

Finite Differenzen h / h2 1/

e e ] v@—h) = u(@) - v+ 5ui() -
Differenzen Sterne 2D . .

Dirichlet Randbedingungen h h2

Neuman Randbedingungen

Eeevon Finiten Diffgrer?zen ’U(fE —|— h) pm— /U(:L') —|— F /U/(:Ij) —|_ 5 'U” (:U) —|_ o« ..
onvergenz ! !

Konvergenz-Beispiel

Vorteile und Nachteile

Testproblem

oo Elimination “ungewollter” niedriger Ableitungen ergibt
Darstellung

Wiederholung

—v”(:v) _ _U(w B h) + 27}(55) B U(aj + h) 4 O(hz)

Lineare Gleichungssysteme h2

Finite Elemente

Losungsprozess und Fehlers

Waeitere Problemklassen ApprOX| matlon (SChema“SCh) )

Ubersicht zur Numerik 1.
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Differenzen Sterne 2D

Motivation ® 5-Punkte-Stern:

Differentialgleichungen

&

Finite Differenzen
Idee: Taylor Entwicklung

Dirichlet Randbedingungen A L h -2
Neuman Randbedingungen - u = @
Idee von Finiten Differenzen

Konvergenz

Konvergenz-Beispiel

Vorteile und Nachteile

Testproblem

Darstellung

Experiment

Darstellung

Wiederholung

)
W,
e
_|_
S
>

@

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Ubersicht zur Numerik 1.

® 5-Punkte-Stern:

—Au= h> D—@)—CD u +O(h

® kompakter 9-Punkte-Stern:

—Au—f =

@?/@u
S

®fvom®

)
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Differenzen Sterne 2D

Motivation ® 5-Punkte-Stern:

Differentialgleichungen

Finite Differenzen O

Idee: Taylor Entwicklung

Dirichlet Randbedingungen -2
Neuman Randbedingungen _ Au — h @ <4> @ u + O ( h )
Idee von Finiten Differenzen

Konvergenz
Konvergenz-Beispiel

Vorteile und Nachteile ~ 1
Testproblem

Darstellung

e ® kompakter 9-Punkte-Stern: Konsistenzordnung
Wiederholung

Finite Elemente — A’U, —_ —

Lineare Gleichungssysteme @ @

Lésungsprozess und Fehlers ?

Weitere Problemklassen f\
U

- O—6—0O®  +onY)

@/L@ ®
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Dirichlet Randbedingungen

Motivation [ ) U / F — g

Differentialgleichungen

Finite Differenzen
Idee: Taylor Entwicklung
Differenzen Sterne 2D

Neuman Randbedingungen @
Idee von Finiten Differenzen

Konvergenz
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Vorteile und Nachteile

Testproblem

Darstellung

Experiment
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@

i~
Y,
S
I
<,
&H

@

Finite Elemente
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Dirichlet Randbedingungen

Motivation [ ) U / F — g
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i~
Y,
S
I
<,
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Finite Elemente

FUr v am Rand setzen wir g in den Differenzenstern ein.
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Lésungsprozess und Fehlers g uberfuhren er an dle reChte Selte
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Dirichlet Randbedingungen

Motivation [ ) U / F — g
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Neuman Randbedingungen

Motivation . 8 u
Differentialgleichungen
Finite Differenzen @
Idee: Taylor Entwicklung
Differenzen Sterne 2D
Dirichlet Randbedingungen

@ <4> @u:th

Idee von Finiten Differenzen
Konvergenz
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Motivation
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® Einseitige Differenz: Auf linkem Rand gilt

ou u(x) —u(z — h)

7T v 2
Wir approximieren RB durch

u(x) = ulx+h) + h .

+ O(h).
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ldee von Finiten Differenzen

Motwaton ® Gegeben: Differentialgleichung, Randbedingungen, Gitter.
Differentialgleichungen

e Tayior Entuicins ® Ersetze Differentialoperator in Gitterpunkten durch

it Randosnaungon Differenzensterne (aus Taylor Entwicklung).

Neuman Randbedingungen

Idee von Finiten Differenzen

Convergons s e 1 Stern in innerem Gitterpunkt = 1 Gleichung.

esrogom

Darstellung \ .

Coperie ® |n Differenzensternen betrachte auch Randbedingungen.
Wiederholung

Finite Elemente

® Erzetze die Differentialgleichung durch
Lineare Gleichungssysteme D Iffe re nze ng |e ICh u nge n ]

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

® Wir erhalten lineares Gleichungssystem.

Ah unp = bh.
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Konvergenz
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Konvergenz-Beispiel
Vorteile und Nachteile
Testproblem
Darstellung
Experiment
Darstellung
Wiederholung

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

Definition:

® Konsistenz von Ordnung p:

|bh—Ahu|h — O(hp)

e Stabilitat: Es gibt C unabhangig von h, so daB:

| 4,1 < C < oo

e Konvergenz von Ordnung p:

\uh— u\h — O(hp)
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Konvergenz

Motivation
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Ubersicht zur Numerik 1.

Definition:

® Konsistenz von Ordnung p:
| b, — Ap u |l = O(RP).
e Stabilitat: Es gibt C unabhangig von h, so daB:
| A < C < ol
® Konvergenz von Ordnung p:

\uh— u\h — O(hp)

Konsistenz + Stabilitat = Konvergenz
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Konvergenz
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Ubersicht zur Numerik 1.

Definition:

® Konsistenz von Ordnung p:
| b, — Ap u |l = O(RP).
e Stabilitat: Es gibt C unabhangig von h, so daB:
| A < C < ol
® Konvergenz von Ordnung p:

\uh— u\h — O(hp)

Satz: Ein konsistentes und stabiles Verfahren ist konvergent
und die Konvergenzordnung ist mindestens gleich der
Konsistenzordnung.
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Beispiel: —Au = f, Q = [0, 1]%, Dirichlet RB

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen
Idee: Taylor Entwicklung
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Idee von Finiten Differenzen
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Losungsprozess und Fehlers
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Ubersicht zur Numerik 1.

Konsistez-
Ordnung

Konvergenz-
Ordnung

Glattheitt
von u

5-P-S

u e C4HQ)

komp. 9-P-S

u e C%(Q)

komp. 9-P-S

u € C%(0),
f=0
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Vorteile und Nachteile - Finite Differenzen

Motivation VO rtei Ie :

Differentialgleichungen

® Einfaches mathematisches Konzept (Taylorentwicklung).

Finite Differenzen
Idee: Taylor Entwicklung
ot oo oungen ® FUr regelmassige Gebiete einfache Implementation.
Neuman Randbedingungen
Idee von Finiten Differenzen

omverganz ® FUr regelmassige Gebiete gute Resultate.

Konvergenz-Beispiel
Testproblem
Darstellung
Experiment
Darstellung
Wiederholung

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 15/60
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Ubersicht zur Numerik 1.

Vorteile:

® Einfaches mathematisches Konzept (Taylorentwicklung).

® Fir regelmassige Gebiete einfache Implementation.

® FUr regelmassige Gebiete gute Resultate.

Nachteile:

® Hohe Voraussetzungen an die Glattheit von w.
® Probleme mit Geometrie bei allgemeinen Gebieten.

® Probleme mit Verfeinerung (groBe Anzahl neuer
Gitterpunkte).
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Testproblem: u(x,y) = sin(wx) cos(my)

Motivation —A’LL — f |n Q — [O, 1] X [O, 1],
Differentialgleichungen U — g auf aQ)

Finite Differenzen
Idee: Taylor Entwicklung
Differenzen Sterne 2D
Dirichlet Randbedingungen
Neuman Randbedingungen
Idee von Finiten Differenzen
Konvergenz
Konvergenz-Beispiel
Vorteile und Nachteile
Darstellung
Experiment
Darstellung
Wiederholung

Lésung, sin(nx)cos(my)

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Fehler, 5-P. Stern, N=39

Darstellung

x 10
2 —
Motivation 1.5~
1 N
Differentialgleichungen //
05 7 TS
. . g T
Finite Differenzen 0 /7//4""""’""".
. ; N 1/
Id.ee. Taylor Entwicklung o5 — g_,gv't'l"'l'l"'""""..
Differenzen Sterne 2D ' Bays
Dirichlet Randbedingungen
Neuman Randbedingungen
Idee von Finiten Differenzen

Konvergenz
Konvergenz-Beispiel
Vorteile und Nachteile

Testproblem - 0
) Fehler, 9-P. Stern, N=39
Experiment
Darstellung
Wiederholung
Finite Elemente x107
4 —
Lineare Gleichungssysteme . &&;\;\Qﬁ\t\
. RN
Lésungsprozess und Fehlers 5| ‘\ \\\\\\\\\ \\\\\\\\W
S N \\\ \\\\ \\\\\“ ) ,
Weitere Problemklassen 14 “ ::\\\\\\\\\\\\QQQ\\\\\\\\\\\\\\\:::\‘::‘~ ; 00':"'1""',',',":1/"’
RRARMRTRIRR L7

\ —
R SS
NS5

M‘“%W
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Experiment - Staudamm

Motivaton u ...Strdmungspotential, k5, k, ... Durchlassigkeit,

Differentialgleichungen

Finite Differenzen _ (kh ux ) T — (k‘v uy ) y — O .
Idee: Taylor Entwicklung
Differenzen Sterne 2D
Dirichlet Randbedingungen
Neuman Randbedingungen
Idee von Finiten Differenzen
Konvergenz
Konvergenz-Beispiel
Vorteile und Nachteile
Testproblem
Darstellung
Darstellung
Wiederholung

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

N khzo.l,kU=1

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

—_ - - -
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Darstellung

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen
Idee: Taylor Entwicklung
Differenzen Sterne 2D
Dirichlet Randbedingungen
Neuman Randbedingungen
Idee von Finiten Differenzen
Konvergenz
Konvergenz-Beispiel
Vorteile und Nachteile
Testproblem
Darstellung
Experiment

Darstellung

Wiederholung

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Wiederholung

Motivation

Differentialgleichungen N Re al WO r I d 7 P rO bl e m

Finite Differenzen
Idee: Taylor Entwicklung l

Differenzen Sterne 2D MOdellleru ng

Dirichlet Randbedingungen
Neuman Randbedingungen
Idee von Finiten Differenzen

Konvergenz Mathematisches Modell

Konvergenz-Beispiel

Vorteile und Nachteile (leferentlal G |elChU ng)

Testproblem
Diskretisierung l
Finite Elemente

Darstellung
Lineare Gleichungssysteme D IS kretes P rO bl e m

Experiment
Darstellung

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen LG S LOS u n g l

Linear algebraisches
Problem
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Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

_
Finite-Element-Methode

Formen

Integralsatze im R™
Variationsproblem
Sobolev Rdume
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung
Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung
Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment
Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Motivation

Motivation Gesucht: Methode zur Diskretisierung

Differentialgleichungen

Finite Differenzen . an belleblgen Gebleten,

Finite Elemente

Matemaische Grunglagen ® mit einfachen Moglichkeiten zur Gitterverfeinerung,

Formen
Integralsétze im R™
Variationsproblem

Sobolev Raume ® die Konvergenz auch bei weniger glatten Losungen

Lax-Milgram Satz .
Diskretiserung garantiert,

Lineares Gleichungssystem

Idee der FEM

omergens von FEM e Neumann/Cauchy RB leicht berlicksichtigen 138t
Sporment
Wiederholung

® und leicht algorithmisierbar ist.

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Motivation

Motivation Gesucht: Methode zur Diskretisierung

Differentialgleichungen

Finite Differenzen . an belleblgen Gebleten,

Finite Elemente

Matemaische Grunglagen ® mit einfachen Moglichkeiten zur Gitterverfeinerung,
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Integralsétze im R™
Variationsproblem

Sobolev Raume ® die Konvergenz auch bei weniger glatten Losungen

Lax-Milgram Satz .
Diskretiserung garantiert,

Lineares Gleichungssystem

Idee der FEM

omergens von FEM e Neumann/Cauchy RB leicht berlicksichtigen 138t
Sporment
Wiederholung

® und leicht algorithmisierbar ist.

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Um eine solche Methode zu entwickeln, muss man viel
Mathematik benutzen (insbes. Funktionalanalysis).

Weitere Problemklassen
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Matematische Grunglagen

Motation ® (bi-)lineare Formen,

Differentialgleichungen

Finite Differenzen . |ntegra|Satze |m Rn,

Finite Elemente
Motivation .
® Sobolev Raume,
Formen
Integralsatze im R™
Variationsproblem . . .
Sobolev Raume e Satze der Funktionalanalysis,
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung
Lineares Gleichungssystem . . . .
(dee der FEM ® Variationsmethoden (Galerkin, Ritz),
Realisierung
Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment . u 'V' m "
Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 23/60




Formen

Mofivation f(v) ist Linearform wenn

Differentialgleichungen
Finite Differenzen f(au _|_ /6/0) — f(u) + 6 f(/U)?

Motvton a(u,v) ist Bilinearform = linear in jeder Variable.

Matematische Grunglagen
Integralsétze im R™
Variationsproblem
Sobolev Rdume
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Formen

Mofivation f(v) ist Linearform wenn

Differentialgleichungen

Finite Differenzen f(au _|_ /3/0) — f(u> + /6 f(/U)7

orton a(u,v) ist Bilinearform = linear in jeder Variable.

Matematische Grunglagen

oo Mdgliche Eigenschaften einer Bilinearform a(u, v) sind
Lov aingram Satz (jeweils fiir alle uw € V, v € V):

Bf::zzlzgghungssystem

b ® Symmetrie: a(u,v) = a(v,u)

Konvergenz von FEM

o el ® Definitheit: a(u,u) = 0 u =0,

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme o POSItIVItat' CL(U,U) Z O’

Lésungsprozess und Fehlers ® V‘E”lptlthat CL(U, u) 6““/”2 fur elne Konst 6 > O,

Weitere Problemklassen

'V

® Stetigkeit:  a(u,v) < «allul|||v|| far eine Konst. o > 0.
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Integralsatze im R"

Voraussetzungen:
Motivation ® () CR" kompakt,
rerentgaennger e [' = 9() glatter Rand,
::”mt e w : ) — R" partiell differenzierbares Vektorfeld,
Motivation ® v : ' — R” das auBeres Einheits-Normalenfeld,

Matematische Grunglagen
Formen

Variationsproblem
Sobolev Rdume
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 25/60




Integralsatze im R"

Voraussetzungen:
Motivation ® () CR" kompakt,
rerentgaennger e [' = 9() glatter Rand,
:I:”mt e w : Q) — R” partiell differenzierbares Vektorfeld,
Motivation ® v : ' — R” das auBeres Einheits-Normalenfeld,

Matematische Grunglagen
Formen

o onspronem GauBscher Integralsatz:

Sobolev Rdume
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM divw df) = v-w dl.

Realisierung

Konvergenz von FEM

Konvergenz-Beispiel Q r
Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme G reenSChe Formel

Lésungsprozess und Fehlers 6u

Weitere Problemklassen Au () dﬂ — — U dF - vu ¢ VU dQ
Ov

Q r Q
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Integralsatze im R"

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Motivation

Matematische Grunglagen
Formen

Variationsproblem
Sobolev Rdume
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

Voraussetzungen:

® () C R™ kompakt,

® [' = 0f) glatter Rand,

® w : ) — R™ partiell differenzierbares Vektorfeld,
® v : I' —» R™ das auBeres Einheits-Normalenfeld,

GauBscher Integralsatz:

/divwdQ = /VowdF.

Q r

Greensche Formel:

/Auvdﬂz %vdf— /Vu-Vde.

ov
P I Y

Verallgemeinerungen auf Lipschitz-Gebiete Q2 und H'! bzw. H?

Funktionen existieren.
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Variationsproblem

Motivation Beispie|:
Differentialgleichungen au

(1) Au=¢q In €, — = auf T.

Finite Differenzen

Finite Elemente

Motivation

Matematische Grunglagen
Formen

Integralsatze im R™
Sobolev Raume
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Variationsproblem

Motivation Be|Sp|e| :

Differentialgleichungen . 8u

(1) Au=g¢q In §, 8—:90 auf T.
vV

Finite Differenzen

Finite Elemente
Motivation

Matematische Grunglagen o MUItIp“ZIere mlt V& V, V |St Grundraum

Formen

Integralsatze im R™

® Integriere Uber (2.

Sobolev Raume

Loctigram St ® Benutze Intergalsatze.

whhetrish ® Beriicksichtige Randbedingungen.
Ej:\l;::zzjnnzgvon FEM

Konvergenz-Beispiel

Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 26/60




Variationsproblem

Motivation Be|Sp|e| :

Differentialgleichungen . 87,[,

(1) Au=g¢q In §, 8—:90 auf T.
vV

Finite Differenzen

Finite Elemente
Motivation

Matematische Grunglagen o MUItIp“ZIere mlt V& V, V |St Grundraum

Formen

Integralsatze im R™

® Integriere Uber (2.

Sobolev Rdume

Loctigram St ® Benutze Intergalsatze.

whhetrish ® Beriicksichtige Randbedingungen.
Ej:\l;::zzjnnzgvon FEM

Konvergenz-Beispiel

Experiment Variationsproblem
Wiederholung
Lineare Gleichungssysteme Suche u € V mit a(u,v) = f(v) fa. veV,

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

a(u,v) = /Vu Vo dQ, f(v /quQJr/gO'UdI’

Q r
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Sobolev Raume

Motvation g ist schwache Ableitung von f nach x, wenn

Differentialgleichungen

. 0

Finite Differenzen f w dQ — gw dQ fa /(p E C0,00
Finite Elemente 8:6

Motivation Q Q

Matematische Grunglagen
Formen

Integralsatze im R™
Variationsproblem
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 27/60




Sobolev Raume

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Motivation

Matematische Grunglagen
Formen

Integralsatze im R™
Variationsproblem
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

g ist schwache Ableitung von f nach x, wenn

/f_wdﬂ——/gwdﬁ fa. v o

Q Q
Sobolev Raum H*(Q) = Funktionen, deren schwache

Ableitungen bis Ordnung % existieren und im L?(Q) liegen
(d.h. quadratisch integrierbar sind), €2 ist Lipschitz-Gebiet.

Sobolev Raum H*(Q) ist Hilbertraum.

27/60




Sobolev Raume

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Motivation

Matematische Grunglagen
Formen

Integralsatze im R™
Variationsproblem
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

g ist schwache Ableitung von f nach x, wenn

/f_wdﬂ——/gwdﬁ fa. v o

Q Q

Sobolev Raum H*(Q) = Funktionen, deren schwache
Ableitungen bis Ordnung % existieren und im L?(Q) liegen
(d.h. quadratisch integrierbar sind), € ist Lipschitz-Gebiet.

Sobolev Raum H*(Q) ist Hilbertraum.

Variationsproblem

Suche u € V mit a(u,v) = f(v) fa. veV.

Wir l6sen dies in schwachem Sinne”, d.h. in Sobolevraumen.
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Lax-Milgram Satz

Mofaton Sei V ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (u, v) und davon
Differentialgleichungen erzeugter Norm H,UH — (’U, 0)1/2.

Finite Differenzen

Finite Elemente

Motaton Seia : V xV — R eine stetige, V-elliptische Bilinearform und

Matematische Grunglagen

T f + V — R eine stetige Linearform.
ntegralsitze im R

Variationsproblem

Sobolev Rdume

Diskretsierung Dann besitzt das Variationsproblem

Lineares Gleichungssystem

Idee der FEM

Realisierung H _

e o FEM Suche v € V mit a(u,v) = f(v) fa. veV,
Konvergenz-Beispiel

Experiment

Wiederholung elne elndeUtlg beStlmmte Losung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 28/60




Diskretisierung

Motivation Ansatzraum Vh C V, dim Vh =N < o0, Basis U1y...,UN,

Differentialgleichungen

Betrachte

Finite Differenzen

N
Finite Elemente
Motivation Uh — E az U’L .
Matematische Grunglagen -
Formen 1=1
Integralsatze im R™
Variationsproblem

Sobolev Rdume

LoxMilgram Satz |dee: LOse Variationsproblem im V.

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM

Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 29/60




Diskretisierung

Motivation Ansatzraum Vh C V, dim Vh =N < o0, Basis U1y...,UN,

Differentialgleichungen

Betrachte

Finite Differenzen

N
Finite Elemente L
Motivation uh, - az U'L .
1=1

Matematische Grunglagen
Formen

Integralsatze im R™
Variationsproblem
Sobolev Rdume

LoxMilgram Satz |dee: LOse Variationsproblem im V.

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM

Realisierung ® Galerkin'AnsatZ

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel

Evporiment Suche uy, € Vi mit a(up,v) = f(v) fa. v € Vy,

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme ® R itZ-AnsatZ

Losungsprozess und Fehlers

Suche u;, € V3, mit F(uh) < F(’U) fa. veV,,

wobei F(v) = Za(v,v) — f(v).

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 29/60




Lineares Gleichungssystem

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente
Motivation
Matematische Grunglagen
Formen
Integralsatze im R™
Variationsproblem
Sobolev Rdume
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung
Idee der FEM
Realisierung
Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment
Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

Falls a(u,v) positiv und symmetrisch ist, sind beide Ansatze
sind aquivalent und fihren auf das lineares Gleichungssystem

a(vy,vy) ... a(vy,vn) a1 f(v1)

a(vy,v1) ... a(vy,vN) an f(un)
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Lineares Gleichungssystem

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente
Motivation
Matematische Grunglagen
Formen
Integralsatze im R™
Variationsproblem
Sobolev Rdume
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung
Idee der FEM
Realisierung
Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment
Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

Falls a(u,v) positiv und symmetrisch ist, sind beide Ansatze
sind aquivalent und fihren auf das lineares Gleichungssystem

a(vy,vy) ... a(vy,vn) a1 f(v1)

a(vy,v1) ... a(vy,vN) an f(un)

FEM - basiert auf dem Galerkin-Ansatz, wahlt geschickt:

® Ansatzraum V}, (mit guten Approximationseigenchaften),

® Basisfunktionen v; (so daBB Matrix A, dinn besetzt ist).
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|dee der Finite-Element-Methode

otvation ® Zerlegung des Gebietes in viele Teilgebiete €,

Differentialgleichungen

M
Finite Differenzen —
() = | |Q@
1=1

Finite Elemente

Motivation

Matematische Grunglagen

Formen L 1] (1] [ ] (1] | ]

negratzo i K" ® Man wahlt Ansatzraume V;, so dafl3 sie stuckweise
ariationsproblem . . .

Sobolo Raume polynomiale Funktionen v enthalten: v|q, ist Polynom.
ax-Milgram Satz

Diskretisierung

® Man wahlt Basisfunktionen mit kleinem Trager.

Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment
Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 31/60




|dee der Finite-Element-Methode

otvation ® Zerlegung des Gebietes in viele Teilgebiete €,

Differentialgleichungen

M
Finite Differenzen —
() = | |Qz
1=1

Finite Elemente

Motivation

Matematische Grunglagen

Formen L 1] (1] [ ] (1] | ]
negratzo i K" ® Man wahlt Ansatzraume V;, so dafl3 sie stuckweise
ariationsproblem . . .

Sobolo Raume polynomiale Funktionen v enthalten: v|q, ist Polynom.
ax-Milgram Satz

Diskretisierung

® Man wahlt Basisfunktionen mit kleinem Trager.

Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel

Experiment Anforderungen:

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers . Zerlegung ISt “ZU|éSSig”-

Weitere Problemklassen

® Eine Funktion aus V;, ist auf einem Element €2; eindeutig
bestimmt durch die Werte oder Ableitungen in den
Element-Knoten.
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Rechentechnische Realisierung

Motivation z.B. Dreieckelemente.

Differentialgleichungen

Finie Diferenzen ® Assemblierung des linearen Gleichungssystems mit Hilfe
Finte Elomert von Elementmatrizen und Elementvektoren:

Matematische Grunglagen

Formen M
Integralsétze im R" z :
Variationsproblem a (U’L 9 /Uj ) dQ — a (v’l ? vj ) koﬁ
Sobolev Rdume k 1
Lax-Milgram Satz —
Diskretisierung Q Q k

Lineares Gleichungssystem

Idee der FEM

Konvergenz von FEM

Konvergenz-Beispiel

Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 32/60




Rechentechnische Realisierung

Motivation z.B. Dreieckelemente.

Differentialgleichungen

Finie Diferenzen ® Assemblierung des linearen Gleichungssystems mit Hilfe
Finte Elomert von Elementmatrizen und Elementvektoren:

Matematische Grunglagen

Formen

M
Integralsatze im R™
Variationsproblem CL(UZ ’ U] ) dQ — E CL(UZ s Uj ) ko
Sobolev Rdume

La'lx—MiI.gll'am Satz Q k =1 Q K

Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM

Konvergenz von FEM ® Berechnung von Integralen tber €2, mit Hilfe von der

Konvergenz-Beispiel

Exparimert Transformation:

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme Q’L —> Refe re n Zd re | eCk

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1. 32/60




Konvergenz von FEM

Motivation Lemma von Céa: Sei u;, Galerkin Approximation. Falls a eine
Difierentilgleichungen V-elliptische und stetige Bilinearform ist, dann gilt

Finite Differenzen

Finite Elemente :
Motivation Hu_uh” S — Inin ||u_v||
Matematische Grunglagen a ve Vh
Formen
Integralsatze im R™
Variationsproblem
Sobolev Rdume
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung
Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung
Konvergenz-Beispiel
Experiment
Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Konvergenz von FEM

Motivation Lemma von Céa: Sei u;, Galerkin Approximation. Falls a eine
Difierentilgleichungen V-elliptische und stetige Bilinearform ist, dann gilt

Finite Differenzen

Finite Elemente Hu —_ ’U,h” S — mil’l ||u — vll

Motivation

Matematische Grunglagen 0 ve Vh
Formen

Integralsatze im R™

Variationsproblem

Sobolev Rdume

st Satz: Sind alle Elemente 2; vom gleichen Typ (Lagrange), sind
Lineares Gleichungssystem

dec dor FEM die Polynome vom Grad k sowie u € H**1(Q). Dann gibt es

eine Konstante ¢ > 0 mit
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Wiederholung k
Hu — uh||H1(Q) S ch”.

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

(c ist von h unabhangig aber von v abhangig)
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Beispiel: Konvergenz in H'(£2)-Norm

Motivation

Differentialgleichungen

Finie Diferonzen lw — wn |z Lineares Quadratisches
I ()| Dreieckelement | Dreieckelement
Motivation

Matematische Grunglagen

Formen

Integralsatze im R™
Variationsproblem 2
Sobolev Rdume u E H (Q) O(h) O(h)
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung
Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung
Konvergenz von FEM

u e H*(Q) O(h) O(h?)
Experiment
Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers

Weitere ProblemKiassen Hoherpolynomiale Ansatze bringen oft nur dann einen Vortell,
wenn genugend “Glattheit” der Losung vorhanden ist.
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Motivation

Differentialgleichungen

Experiment

Finite Differenzen

Finite Elemente

Motivation

Matematische Grunglagen
Formen

Integralsatze im R™
Variationsproblem
Sobolev Rdume
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM
Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Wiederholung

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.
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Wiederholung

Motivation
Differentialgleichungen N Re al WO r I d 7 P rO bl e m

Finite Differenzen

Finite Elemente MOdellleru ng l

Motivation
Matematische Grunglagen
Formen

Integralsatze im R™ MathematISCheS MOdG'

Variationsproblem

Konvergenz von FEM

Sobolev Raume (Differentialgleichung)
Konvergenz-Beispiel

Lax-Milgram Satz
Diskretisierung l
Experiment

Diskretisierung
Lineares Gleichungssystem
Idee der FEM

Diskretes Problem

Lineare Gleichungssysteme

Lésungsprozess und Fehlers LG S LOS u N g l

Realisierung
Weitere Problemklassen

Linear algebraisches
Problem
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Wiederholung

Motivation
Differentialgleichungen N Re al WO r I d 7 P rO bl e m

Finite Differenzen

Finite Elemente MOdellleru ng l

Motivation
Matematische Grunglagen
Formen

Integralsatze im R™ MathematISCheS MOdG'

Variationsproblem . . ]
Sobolev Raume (Differentialgleichung)
Lax-Milgram Satz
Diskretisierung

Lineares Gleichungssystem . L.

doo der FEM Diskretisierung

Realisierung

Konvergenz von FEM
Konvergenz-Beispiel
Experiment

Diskretes Problem

Lineare Gleichungssysteme

Losungsprozess und Fehlers l

Weitere Problemklassen

Linear algebraisches
Problem

Ubersicht zur Numerik 1. 36/60




Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme Ax b

Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation

Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Ubersicht

Moivation Aus Diskretisierung — Systeme Ax = b mit Eigenschaften:

Differentialgleichungen

® A ist dunn besetzt.

Finite Differenzen

Finite Elemente . A kann Sehr grOB Seln

Lineare Gleichungssysteme

I © Ax = b muB nicht unbedingt exakt gelGst werden

Projektionsmethoden . . .
Krylov-Raur Methoden (= Diskretisierungsfehler ohnehin vorhanden).
Implementation

Beispiel — CG

Eigenschaften von CG

Vorkonditionierung fiir CG

Algorithmus — PCG

Konvergenz

Konvergenzkriterien

Endliche Arithmetik

Allgemeine Eigenschaften

Multigrid Verfahren

Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Ubersicht

Moivation Aus Diskretisierung — Systeme Ax = b mit Eigenschaften:

Differentialgleichungen

® A ist dunn besetzt.

Finite Differenzen

Finite Elemente ® A kann sehr grol3 sein.

Lineare Gleichungssysteme . . -
Iomssssmm @ Az — b muB nicht unbedingt exakt geldst werden
Projektionsmethoden . . s .

oyl Raum atnoen (= Diskretisierungsfehler ohnehin vorhanden).
Implementation

BeFiJspiel — CG

Eigenschaften von CG

Vorkonditionierung fiir CG . . -

Agoritmus — PCG Mogliche Verfahren zur Losung:

Konvergenz

Konvergenzkriterien

Endiche Arthmek ® Direkte Verfahren (Gauss, LU, LL')

Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren

Grundschema von Muligri ® Klassische lterative Verfahren (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR)

Lésungsprozess und Fehlers

® Projektionsmethoden (Krylov-Raum-Methoden)
e Multigrid (Mehrgitter) Verfahren

Weitere Problemklassen
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Ubersicht

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

Aus Diskretisierung — Systeme Ax = b mit Eigenschaften:
® A ist dinn besetzt.
® A kann sehr grof3 sein.

® Ax = b mul3 nicht unbedingt exakt gelost werden
(= Diskretisierungsfehler ohnehin vorhanden).

Mogliche Verfahren zur Losung:

e Direkte Verfahren (Gauss, LU, LL?)

® Klassische lterative Verfahren (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR)
® Projektionsmethoden (Krylov-Raum-Methoden)

® Multigrid (Mehrgitter) Verfahren

In diesem Fall — Krylov-Raum-Methoden sehr geeignet.
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Projektionsmethoden

Motvaton Grundidee: Gegeben A, b, g

Differentialgleichungen

Finite Differenzen Flnde a/;’l, = ajo _|_ 87, mlt Tz J_ Cz,

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme WO be |

Ubersicht

Py — Z; ........ Approximation der Lésung,

Implementation

Beispiel — CG 1
e e 60 (0 S Residuum b — Ax;,

Vorkonditionierung fiir CG

Algorithmus — PCG . . Al 1 "
orme SiyCi vl i-dimensionale Raume
Konvergenzkriterien

Endliche Arithmetik

Allgemeine Eigenschaften

Multigrid Verfahren

Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Projektionsmethoden

Motvaton Grundidee: Gegeben A, b, g

Differentialgleichungen

Finite Differenzen Flnde :U’l, = 'I‘O _|_ 87, mlt Tz J_ C?,s

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme WO be |

Ubersicht

Krylov-Raum-Methoden :E'[, -------- ApprOXI matlon der LOSU ng,
Implementation

Beispiel — CG . . L )
e ehaton von GG (o T Residuum b — Ax;,
Vorkonditionierung fiir CG

Algorith PCG . ' N -
onvergens Si,Ci ... i-dimensionale Raume
Konvergenzkriterien

Endliche Arithmetik

Allgemeine Eigenschaften

Multigrid Verfahren Ar = b wird prOjiZiert auf kleineres SyStem

Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen 7

Die Spalten von C; bzw. S; sind Basisvektoren von C; bzw. S;.

Ubersicht zur Numerik 1. 39/60




Krylov-Raum-Methoden

Molivation Zur Definition von S; und C; werden Krylov-Raume benutzt,

Differentialgleichungen

Finite Differenzen K’I, (147 740) = Spal’l{fro7 ATO, e A’L—lro}

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Krylov-Raum-Methoden

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

Zur Definition von S; und C; werden Krylov-Raume benutzt,

K;(A, ro) :=span{rg, Arg, ..., A" 1ry}

Beispiele der Wahl von S; und C;:

® Wenn A SPD, S; = C; := K;(A,rg) — CG-Verfahren

|z — z4]|a = min |z —ylla.
yexog+K;(A,ro)

® FUr allgemeine (nichtsymmetrische) A,
S; = K;(A,rg), C; := AK;(A,r9) — GMRES-Verfahren

|16 — Ax;|| = min 16— Ay]|.
y6:1:0+K7;(A,7“0)
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Implementation

Motivaton Man benotigt eine geeignete (idealerweise orthogonale) Basis
Differentialgleichungen der Krylov—Rau me.

Finite Differenzen

Finite Elemente Beispiel: Arnoldi-Verfahren — konstruiert sukzessive eine
ng::ccs:eichungssysteme OrthogonalbaS|S der Kry|OV'Rau me,

Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
- — V. L
Beispiel — CG AV; ‘/;+1HZ+177J'
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Implementation

Motivaton Man benotigt eine geeignete (idealerweise orthogonale) Basis
Differentialgleichungen der Krylov—Rau me.

Finite Differenzen

Finite Elemente Beispiel: Arnoldi-Verfahren — konstruiert sukzessive eine
Lgss:zci:eichungssysteme OrthogonalbaS|S der Kry|OV'RaU me,

Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden

- — 1 L
Beispiel — CG A‘/; ‘/;+1HZ+177J'
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG

OITEN? e ® |m Allgemeinen ist H,, ; eine obere Hessenberg Matrix
e A ton =- um neuen Basis-Vektor v;, 1 zu berechnen, benotigt man
Mutigrid Verahren alle vorherige Basis-Vektoren v, ..., v;

Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

® Falls A = A’ ist H;,, ; tridiagonal
= um neuen Basis-Vektor v; 1 zu berechnen, benoétigt man
nur v;_; und v; — Lanzcos-Verfahren.

Weitere Problemklassen

e Mit Hilfe der Basis-Vektoren konstruieren wir z; und r;.
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Beispiel — Das CG-Verfahren

Motivation Input: A € RYXN p e RV, 25 € RY.

Differentialgleichungen

Initialisierung: ro = b — Axg, Po = T0-

Finite Differenzen

Finite Elemente Fﬁ r ,L — O 1 2
D— ’ 7 ’ . . .
Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden (,r’l, 9 Ir’l, )

Krylov-Raum-Methoden OZ’L -

Implementation (p’L 9 Ap’b )
Beispiel — CG

Eigenschaften von CG

Vorkonditionierung fir CG ‘/’U’L—i— 1 p— ,CU,I: —|— 047; p’l,
Algorithmus — PCG

Konvergenz T 1 — T — (O Ap
Konvergenzkriterien 1+ 1 1 ?

Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften

Multigrid Verfahren /8 ) (T’L—F 1 9 T’L—F 1 )
1

Grundschema von Multigrid
(7“ i 7“z')

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen p’L—|—1 — T’L—f—l _i_ ﬁ’b p’I,'
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Eigenschaften von CG in exakter Arithmetik

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

® Die A-Norm des Fehlers wird in jedem Schritt ¢« minimiert,

|z — 25]|a = min |z —ylla.
yExo+IC; (A,ro)

® {rg,...,r;} ist eine orthogonale Basis von /C; (A, rg),

{po,...,p;} ist eine A-orthogonale Basis von ;. (A, 7).
® Das CG-Verfahren terminiert nach hdochstens N Schritten.
® Fird > 0,d € N, qilt

1+d—1

|z —zill% = lle = zirala = ) ayllryl* > 0.
j=i

® Die euklidische Fehlernorm ist monoton fallend, d.h.

lz = zill > [lz = zia].
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Vorkonditionierung fur CG

Motivation ® Transformation des Systems Az = b

Differentialgleichungen

Finite Differenzen A:E — b E— Aé\j — b,

Finite Elemente

A A
—_— —_— —_— A

A=L1AL=" b=L"1, #=L"x.
Lineare Gleichungssysteme

Ubersicht

Projektionsmethoden

Krylov-Raum-Methoden

Implementation

Beispiel — CG

Eigenschaften von CG

Algorithmus — PCG

Konvergenz

Konvergenzkriterien

Endliche Arithmetik

Allgemeine Eigenschaften

Multigrid Verfahren

Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Vorkonditionierung far CG

Motivation ® Transformation des Systems Ax = b
Differentialgleichungen . R
Finite Differenzen A:E — b — A.{I\j — b,

Finite Elemente

| | A=LTAL=", b=L"%, 2=L"x.
Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht

e e CG wird formal auf das System Az = b angewandt.
saspil —» G ® Riickwartstransformation z; := L=1%;.

® Formulierung eines neuen Algorithmus, der direkt x;
oot berechnet.

Algamains Egenschatien ® In jedem Schritt miissen wir LGS mit LL” 18sen.

Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Vorkonditionierung far CG

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

® Transformation des Systems Ax = b
Az =1b — Az =10,
A=LTAL™T, b=L"b, & =L"x.
e CG wird formal auf das System A% = b angewandt.

® Rickwartstransformation x; := L= 'z;.

® Formulierung eines neuen Algorithmus, der direkt x;
berechnet.

® In jedem Schritt miissen wir LGS mit LL! I16sen.

Mit Vorkonditionierung wollen wir Konvergenz beschleunigen.
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Vorkonditionierung far CG

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

® Transformation des Systems Ax = b
Az =1b — Az =10,
A=LTAL™T, b=L"b, & =L"x.
e CG wird formal auf das System A% = b angewandt.

® Rlckwartstransformation =, := L= 1 %;.

® Formulierung eines neuen Algorithmus, der direkt x;
berechnet.

® In jedem Schritt miissen wir LGS mit LL! I16sen.

Mit Vorkonditionierung wollen wir Konvergenz beschleunigen.

Vorkonditionierung
Kombination von iterativen Verfahren und direkten Verfahren.
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Algorithmus — PCG

Motiation Input: A € RYXN [ e RVXN p e RV, 5 € RY.

Differentialgleichungen

Initialisierung: ro =b— Azxg, zo = (LLT)_lro, Po = 20-

Finite Differenzen

Finite Elemente Fl'jr 7/ _ 0 1 2
- ’ ’ ’ e o o
Lineare Gleichungssysteme

Ubersicht
Projektionsmethoden _ (TZ ) ZZ)

Krylov-Raum-Methoden al -

Implementation (pz ; Apz )
Beispiel — CG

Eigenschaften von CG

Vorkonditionierung fir CG QUH_ 1 — ZCZ + CY/L p’l,
Konvergenz
Konvergenzkriterien

Endliche Arithmetik

Allgemeine Eigenschaften TN —1

Multigrid Verfahren Zi4+1 = ( LL ) Ti4+1

Grundschema von Multigrid

rie1 = T — o Ap;

Lésungsprozess und Fehlers

8, = (i1, Zi+1)
Z (ri, 2i)

Weitere Problemklassen

Pi+1 = Zi+1 + Bipi.
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Konvergenz von Krylov-Raum-Methoden

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

e A = Al Konvergenz ist im Allgemeinen abhangig von
Eigenwertverteilung und vom Startvektor r.

* “Worst-case” Schranke fur CG (unabhangig von rg):

|z — il 4 < min max p(\;)
|z — zo]|a p(0)=1 1<j<N
deg p=1
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Konvergenz von Krylov-Raum-Methoden

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

e A = Al Konvergenz ist im Allgemeinen abhangig von
Eigenwertverteilung und vom Startvektor r.

* “Worst-case” Schranke fur CG (unabhangig von rg):

< min max p(\;
|z — zol|la — p(O)zl_lSjSNp( i)
deg p=1

® Allgemeines A: Konvergenz abhangig auch von
Eigenraumstruktur. Wie? Offene Frage.

* “Worst-case” Schranke fur GMRES wenn A
diagonalisierbar, A = VDV 1,

——— < (V) min max p(\;
roll = F(V) Jin e p()
deg p=1
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Konvergenzkriterien

Molivation Vorteil von iterativen Verfahren: Prozess kann jederzeit
Differentialgleichungen beendet Werden mlt ApprOX|mat|0n ZIZZ

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Konvergenzkriterien

Molivation Vorteil von iterativen Verfahren: Prozess kann jederzeit
Differentialgleichungen beendet Werden mlt ApprOX|mat|0n ZIZZ

Finite Differenzen

Finite Elemente Wie kdnnen wir Qualitat der Approximation messen?
Lineare Gleichungssysteme

Ubersicht

Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation

Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz

Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Konvergenzkriterien

Molivation Vorteil von iterativen Verfahren: Prozess kann jederzeit
Differentialgleichungen beendet Werden mlt ApprOX|mat|0n ZIZZ

Finite Differenzen

Finite Elemente Wie kdnnen wir Qualitat der Approximation messen?
Lineare Gleichungssysteme

Ubersicht . - -

Projektionsmethoden . NOI’mWGISGr RUCkwartSfehler

Krylov-Raum-Methoden

Implementation

Beispiel — CG || 7“7; H
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fir CG ||AH ||x|| _|_ H b H

Algorithmus — PCG v

Konvergenz
: i i} (Ei 3 )
Konvergenziarer ® In CG: Relative A-Norm des Fehlers (Einschéatzung
Allgemeine Eigenschaften

Multigrid Verfahren
|z —z;||la

Grundschema von Multigrid

< tOl Begriindung: Stérungstheorie

< tOl Begriindung: Physikalische Bedeutung

Lésungsprozess und Fehlers || xr — .7;0 ||A

Weitere Problemklassen

® Relative Residuennorm

< tOl Begriindung: Einfach zu berechnen
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Endliche Arithmetik

Motivtion EinfluB von Endlicher Arithmetik kann wichtig sein.
Diferentaglichungen Beispiel CG-Verfahren: Orthogonalitat geht verloren.

Finite Differenzen

Finite Elemente
(E) IIx=x1|
10° A
Lineare Gleichungssysteme (FP) 11 x- XJI_”A
Ubersicht 2 (E) || 1-V.V. ||
o 10 o)
Projektionsmethoden (FP) || 1- V V ||
Krylov-Raum-Methoden M
Implementation 10
Beispiel — CG \
Eigenschaften von CG 10° - . !
Vorkonditionierung fiir CG ]|
Algorithmus — PCG 107 b |
Konvergenz |
Konvergenzkriterien 10k |
Endliche Arithmetik !
Allgemeine Eigenschaften sl ‘
Multigrid Verfahren 'I
Grundschema von Multigrid
107 -
Lésungsprozess und Fehlers L e weseee eesessesnssnsearensest
10—16 Jc LET RN i
Weitere Problemklassen L L L L w
0 20 40 60 80 100 120

Sind alle schonen Eigenschaften von CG verloren?
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Endliche Arithmetik

Motivation EinfluB von Endlicher Arithmetik kann wichtig sein.

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente
(E) [l x=xl
10° A
Lineare Gleichungssysteme (FP) I x= XJI.”A
Ubersicht . (E) III-V_ V. ||
. 10 o)
Projektionsmethoden (FP) || 1- V V ||
Krylov-Raum-Methoden M
Implementation 10
Beispiel — CG \
Eigenschaften von CG 10° - . !
Vorkonditionierung fiir CG ]|
Algorithmus — PCG 108 b |
Konvergenz |
Konvergenzkriterien 107° |
Endliche Arithmetik !
Allgemeine Eigenschaften sl ‘
Multigrid Verfahren :
Grundschema von Multigrid
107 -
Lésungsprozess und Fehlers L e aeeee L ahi
10—16 Jc LET RN i
Weitere Problemklassen L ! I ! !
0 20 40 60 80 100 120

Sind alle schonen Eigenschaften von CG verloren?
NEIN. Nur Konverzenzverzdgerung.

Ubersicht zur Numerik 1.

Beispiel CG-Verfahren: Orthogonalitat geht verloren.
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Eigenschaften von Krylov-Raum-Methoden

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Multigrid Verfahren
Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

® Konstruieren Approximationen fur die Losung.
® Ermoglichen inexakte Losung des Systems.

® Prozess kann jederzeit gestoppt werden,
um Operationen zu sparen.

® Machen Projektionen auf Krylov Raume.
® Krylov Raume — gute Approximationseigenschaften.

® Kdénnen sehr groBe Systeme mit dinn besetzter Matrix
l0sen.

® Benotigen nur Funktion, die A x v berechnet, nicht A.
® Haben niedrige Speicheranforderungen (besonders CG).
® Zur Konvergenzbechleunigung — Vorkonditionierung.

® u.v.m.
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Multigrid (Mehrgitter) Verfahren

Motivation

Differentialgleichungen

feines Gitter

Finite Differenzen

Finite Elemente

grobes Gitter

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften

Multigrid Verfahren

Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

2h =H

*— L 4

Restriktion R’

Uh

=vH

Prolongation P}

Wir wollen A, x;, = b, 10sen.

Idee: Reduziere niederfrequente Anteile auf groben Gitter.
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Grundschema von Multigrid

Motivation

e Glattungsschritt I: zzzglj) — Relaa:(Ah,bh,:C%j_l),ml)

z.B. m 1 Schritte Jacobi-Relaxation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren

Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Grundschema von Multigrid

Motivation

® Glattungsschritt I: azglj) = Relaaz(Ah,bh,a:ELj_l),ml)

z.B. m 1 Schritte Jacobi-Relaxation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente . KO re ktu r
Lipeare. Gleichungssysteme ( ) ( )
e thodon * Berechne Defekt: d;’ = b, — Apxy’
Krylov—Raun.w—Methoden ] ] (] ) ot (] )
i * Restriktion: dj;’ = Ry d;;
Eigensch.afte.:n von (?-G . ] (j) (j)
pritiin-dnb * Lose Defektgleichung auf grobem Gitter Apxy, = dy;
Konvergenz . .
riterien H . 1

s * Prolongation: ;" = Pl
Allgemeine Eigenschaften . . .

ultigrid Verfahren . (.7+1) I (.7) (]+1)

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
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Grundschema von Multigrid

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
Ubersicht
Projektionsmethoden
Krylov-Raum-Methoden
Implementation
Beispiel — CG
Eigenschaften von CG
Vorkonditionierung fiir CG
Algorithmus — PCG
Konvergenz
Konvergenzkriterien
Endliche Arithmetik
Allgemeine Eigenschaften
Multigrid Verfahren

Grundschema von Multigrid

Lésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

® Glattungsschritt I: azglj) = Relaaz(Ah,bh,a:ELj_l),ml)
z.B. m 1 Schritte Jacobi-Relaxation
® Korektur:
* Berechne Defekt: d\/) = b, — A,z
* Restriktion: d%/) = R4/

* Lose Defektgleichung auf grobem Gitter Ayt = d'7)

* Prolongation: y,(j“) — ngg)
* Korrektur: a;gj“) — xgﬂ +y§;7+1>

® Glattungsschritt Il: x,(lj+2> = Rela:v(Ah,bh,:Eng),mg)
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Losungsprozess und Fehler
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Mathematisches Modell
(Differentialgleichung)

|

Diskretes Problem

|

Linear algebraisches
Problem

e Auf jedem Niveau gibt es
Fehler.

e Es ist wichtig, diese Feh-
ler einzuschatzen und zu
verstehen.
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Mathematisches Modell
(Differentialgleichung)

L

Diskretes Problem

L

Linear algebraisches
Problem

e Auf jedem Niveau gibt es
Fehler.

e Es ist wichtig, diese Feh-
ler einzuschatzen und zu
verstehen.

e Nur dann wissen wir,
“wie exakt” wir auf jedem
Niveau ldsen mussen.
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Losungsprozess und Fehler

e Auf jedem Niveau gibt es

Motivation

“Real world” Problem Fehler.

Finite Differenzen o ES ist W|Cht|g, diese Feh-
it Elemente l T ler einzuschétzen und zu
Lineare Gleichungssysteme verstehen.
Mgthemgtlsches Modell o Nur dann wissen wir,
et (Differentialgleichung) “wie exakt” wir auf jedem
Weitere Problemiassen l T Niveau ldsen mussen.

e Nur dann wissen wir,
wie weit die Losung
des LGSs der Realitat

l T entspricht

Diskretes Problem

Linear algebraisches
Problem

Ubersicht zur Numerik 1. 53/60




Wie “exakt” muss man LGS losen?

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

Loésungsprozess und Fehlers
Ldsungsprozess und Fehler

Darstellung

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

exakte LOsung
der PDGL

exakte LOsung
des Systems
Ahuh = bh

/“
°

Up

Abstand wegen des Diskretisierungsfehlers
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Wie “exakt” muss man LGS losen?

CG konstruiert Approximationen z; zu uy. Man kann CG
stoppen, falls |z; — up| < |u — upl.

Motivation

Differentialgleichungen

® Li

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

® o
u Up

Loésungsprozess und Fehlers
Ldsungsprozess und Fehler

Dannist |u — up| ~ |u — ;).

Weitere Problemklassen
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Wie “exakt” muss man LGS losen?
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Darstellung

Weitere Problemklassen

Ubersicht zur Numerik 1.

CG konstruiert Approximationen z; zu uy. Man kann CG

stoppen, falls |z; — up| < |u — upl. _—

® o
u Up

Dann ist |u — up| ~ |u — z;].

Testproblem:
~Au=32(y —y* +x—2%), u=0 auf 9Q.

Lineare Dreieckelemente, Diskretisierungsfehler ~ h2.
LGS: CG-Verfahren, Konvergenzkriterium

|7 ] 3
S h .
LA il +[[ o
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Darstellung
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absoluter Fehler |u—uh|, Uy wurde "unexakt" berechnet mit tol=h° 0 o

/ =\
/ 0 “\
'I

il
{ "o‘»‘\“"‘";"

‘ ': (M‘ \

absoluter Fehler |u—uh\, u, wurde "exakt" berechnet

x 10~

‘\ l
W ““.. i
o /”/Il, “ \\\\\‘:
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Eliptische Eigenwertprobleme: Motivation

Motivaton Hyperbolische Anfangsrandwertaufgabe,

Differentialgleichungen

Aw = Wt

Finite Differenzen

Finite Elemente ’UJ(CE, y, t) . Q X [07 T] — R

Lineare Gleichungssysteme

Loésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen

Eigenwertprobleme

Lésung von EE
Parabolische PDGL
Vertikale Linienmethode
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Hyperbolische Anfangsrandwertaufgabe,
Aw = wyy

w(x,y,t): Q2 x[0,T] — R.

Ansatz: w(x,y,t) = u(x,y)g(t) fahrt auf

A
Ju—gAu=0 = —u:g_;:)\,
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Ubersicht zur Numerik 1.

Hyperbolische Anfangsrandwertaufgabe,
Aw = Wt

w(x,y,t): Q2 x[0,T] — R.

Ansatz: w(x,y,t) = u(x,y)g(t) fahrt auf

Au_ g

Ju—gAu=0 = =2 =\

Gesucht eine Konstante )\ mit

Au = Au, (+ Randbedingungen).

— Eliptisches Eigenwertproblem

g" = Mg dann leicht I6sbar (gewdhliche DGL).
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Eliptische Eigenwertprobleme: Losung

Molivation ® FD-Diskretisierung fuhrt auf lineares Eigenwertproblem

Differentialgleichungen

Ah up — )\uh.

Finite Differenzen

Finite Elemente

® FEM-Diskretisierung fuhr auf verallgemeinertes lineares
Eigenwertproblem

Lineare Gleichungssysteme

Loésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen Ah Uh — )\ Mh Uh .

Eigenwertprobleme

Lésung von EE

Parabolische PDGL
Vertikale Linienmethode
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Eliptische Eigenwertprobleme: Losung

Molivation ® FD-Diskretisierung fuhrt auf lineares Eigenwertproblem

Differentialgleichungen

Ah up — )\uh.

Finite Differenzen

e e FEM-Diskretisierung fuhr auf verallgemeinertes lineares
Lineare Gleichungssysteme Elgenwe rtproble m
Loésungsprozess und Fehlers
Weitere Problemklassen Ah Uh — )\ Mh Uh .
Eigenwertprobleme

Parabolische PDGL
Vertikale Linienmethode

Verfahren zur Losung:

® Lanczos-Varfahren (falls A, M; symmetrisch)

® Arnoldi-Verfahren (falls A, M; unsymmetrisch)

Typischerweise: A, (und M}, ) gro3 und dinnbesetzt.
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Parabolische Anfangswertprobleme

Motivation Warmeleitung: Suche u(zx,y,t) : Q x (0,7) — R

Differentialgleichungen

Finite Differenzen ut T Au — f(x7 y? t) In Q >< (07 T))
Finite Elemente u — O fUr (:U, y) E aQ! t E [07 T]?
Lineare Gleichungssysteme U — ’U/O(:C, y) fur (:L', y) - Q, t = O.

Loésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
Eigenwertprobleme
Lésung von EE

Parabolische PDGL

Vertikale Linienmethode
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Parabolische Anfangswertprobleme

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme
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Ubersicht zur Numerik 1.

Warmeleitung: Suche u(z,y,t) : Q x (0,7) — R

ur — Au = f(x,y,t) in Qx (0,7),
u = 0 far (z,y) € 09, t € 0,77,
u = wugp(z,y) far (x,y) € Q,t=0.
Ansatze:

® \olldiskretisierung:

* u wird als Funktion von 3 gleichberechtigten Variablen
betrachtet — Anwendung von FD bzw. FEM.

® Semidiskretisierung — Linienmethoden:

* Vertikale: Diskretisiere bzgl. der Raumvariablen
(FD/FEM), dann I6se System gewohnlicher DGLen.

* Horizontale: Diskretisiere bzgl. der Zeitvariablen, dann
l0se Folge Eliptischer Randwertprobleme (FD/FEM).
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Vertikale Linienmethode

Variationsproblem: Finde v € V f.a. ¢t mit u; € L?(Q2) und

Motivation

Differentialgleichungen (ut’ fU) —|— a(u7 ’U) = (f, ’U) fa UV & V,
Finite Differenzen SOWIe U — U’O fUr t — O .

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

Loésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
Eigenwertprobleme
Lésung von EE
Parabolische PDGL

Vertikale Linienmethode
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Vertikale Linienmethode

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

Loésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
Eigenwertprobleme
Lésung von EE
Parabolische PDGL

Vertikale Linienmethode

Ubersicht zur Numerik 1.

Variationsproblem: Finde v € V f.a. ¢t mit u; € L?(Q2) und
(ug,v) + a(u,v) = (f,v) fa. veV,
sowie U = ug fur ¢t = 0.
Semidiskretes Problem: Finde u;, € V}, f.a. t mit

(%
ot
(up(z,y,0),v) = (ug,v) fa. veVy.

v) + a(up,v) = (f,v) fa. v eV,
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Vertikale Linienmethode

Motivation

Differentialgleichungen

Finite Differenzen

Finite Elemente

Lineare Gleichungssysteme

Loésungsprozess und Fehlers

Weitere Problemklassen
Eigenwertprobleme
Lésung von EE
Parabolische PDGL

Vertikale Linienmethode

Ubersicht zur Numerik 1.

Variationsproblem: Finde v € V f.a. t mit u; € L?(Q) und

(ug,v) + a(u,v) = (f,0v) fa. veV,
sowie U = ug fur ¢t = 0.

Semidiskretes Problem: Finde u;, € V}, f.a. t mit
(%

ot '’
(up(z,y,0),v) = (ug,v) fa. veVy.

v) + a(up,v) = (f,v) fa. v eV,

Ansatz
(x,y,t Zozj w;(z,y)

fihrt auf Systeme gewohnhcher DGLen der Form

y

5 = By+ f(t), y(0)=g.
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