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rovna I'. Pro ur¢itou kruZnici (» = konst) s rostoucim ¢asem cirkulace I, klesa
a stejné klesa i rychlost v. Dochézi tedy k utlumeni pohybu. To je vidét i z toho,
Ze pro libovolnou kruznici pfi # — e bude v — 0. Pokud jde o intenzitu viru,

neni jeji Casovy priib&h v uritém misté monoténni. Z druhé rovnice (18.7.16)
72
v dase t=—.
nrle 4y
Ve vSech kruznicich o poloméru r roste nejprve 2 od nuly k hodnoté Q,,.. a po

jejim dosazeni zase klesa k nule.

zjistime, Ze £2 nabyva maximélni hodnoty rovné Q_ =

max

18.8.* Translace koule ve viskézni tekuting. Stokestiv vzorec

Integrace tfi Navierovych—Stokesovych rovnic je velmi obtizna. Je to zavinéno
hlavn€ tim, Ze to jsou rovnice nelinedrni (stejné jako rovnice Eulerovy, ovsem
navic jsou zde ¢Eleny prislusné viskozité). Predeslé ptipady, kdy jsme mohli
uvést jejich exaktni feSeni, se vyznadovaly tim, Ze pfi zvolené formé pohybu

: : i v, 3 s e
nam z rovnic vypadly nelinearni ¢leny v, —- . Je oviem pomérné& velmi malo

skuteCnych pohybi viskézni tekutiny, pii kterych je rozlozeni rychlosti takové,
Ze tyto Cleny vypadnou.

Snazime se proto nalézt feeni pfiblizna. Ukazuje se, e to je mozné ve dvou
krajnich pripadech, a to je-li Reynoldsovo &islo R bud’ velmi malé, anebo velmi
veliké. V tomto odstavci si v§imneme blize pripadu prvniho.

Jak snadno sezname, vyjadiuje Reynoldsovo &islo v charakteristickych veli-
¢inach pomér sily setrva¢nosti k sile vnitiniho treni. Je-li Reynoldsovo ¢&islo
velmi malé, tj.

Rl o, (18.8.1)

1%
znamena to, ze mizeme v piiblizném vypoétu bud’ uplné zanedbat, anebo urdi-
tym zpisobem ,linearizovat® €leny piisluiné sile setrvacnosti (napriklad misto

413

g v oo B . ) :
vyrazu v; —- zavést ,linearizované“ proudové zrychleni VjaT’, kde V; jsou

slozky konstalntni rychlosti, napfiklad v ,,nekoneénu® apod.). Z &;yjédx‘eni Rey-
noldsova Cisla je také ziejmé, pro které hodnoty charakteristickych veli¢in bude
podminka (18.8.1) spInéna.

Za piedpokladu, Ze je splnéna podminka (18.8.1), vy3etfime nyni rovnomér-
ny piimocary pohyb koule ve viskézni nestlagitelné tekuting. Predpokladejme,
ze se koule pohybuje ve sméru zdporné osy x konstantni rychlosti U tekutinou,
kterd je v klidu. Tuto Glohu mézeme formulovat tak, 7e koule je v klidu a ze je
obtékana tekutinou, jejiz rychlost v nekone¢nu Je U. Jelikoz tekutina Ine ke
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kouli, je jeji rychlost na povrchu koule nulova. Za téchto podminek mame uréit
rozlozeni rychlosti (tedy pole rychlosti) a velikost sily, kterou musime plisobit
na kouli, aby byla v klidu.

Pocatek kartézské soustavy soufadnic zvolime ve stiedu klidné koule a osa x
necht’ splyva se smérem rychlosti tekutiny v ,,nekoneénu®. RozloZeni rychlosti
ve vSech rovinach prolozenych osou x bude ziejmé stejné, tj. nas uvazovany
problém je osové symetricky. Zavedeme-li si sférické soufadnice r, ¥, @, zna-
mena to, Ze se slozka rychlosti v, rovna nule a ze dvé zbyvajici slozky rychlosti
U, a vy nebudou funkcemi uhlu ¢ (obr. 18.5). Jelikoz pak je proudéni stacio-
narni, nebudou tyto slozky rychlosti ani funkcemi €asu 7. Stejna podminka bude
platit i pro tlak p, takze pro dal$i postup predpokladame

U, =0,(r,8), V,=05(r,8), V,=0, p=p B8). (18.82)

Obr. 18.5

Za téchto predpokladii Navierovy—Stokesovy rovnice v kulovych (sférickych)
soufadnicich, zanedbavame-li objemové sily, maji tvar (odvoldvame se na pri-
klad XVIIIL.1)
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r’sind dp  risin’® dp  risin

Jiz dtive jsme si uvedli v kulovych (sférickych ) soufadnicich rovnici kontinuity
(viz (13.1.23)), kterou pro nestlagitelnou tekutinu Ize psat takto

)
8v,.+lav,,+ 1 U«,+2v,.+vlgcotg19:

0.
Ot P00 s psin®) 05 & o7 b

Vzhledem k (18.8.2) je tfeti z Navierovych-Stokesovych rovnic splnéna
identicky, zbylé dvé rovnice a rovnice kontinuity se redukuji na

o [, +_l_azv,. +Eav,‘ , cotg® dv, 29v, 2v, 2vycotgd
ar ar2  r2 avr r or r2 99 r2ov r? :

+
ar:  r2 92 r or r2 90 rr 99 rsin®

l%: [821),,+L8200 +zav,,+cotgz98v,, 2 ay, Uy ],
.

e v, +lavl, b 29, 4 Vo cotng‘.
) ) r r

(18.8.4)

Tato soustava rovnic je uzaviena, nebot mame tti rovnice pro tfi hledané funkce
V., Uy, p.
Okrajové podminky piislusné této soustavé rovnic musi vyjadiovat udaje

o tekutin€ v nekone¢nu a na povrchu koule. V zavedené soustavé soutadnic, viz
obr. 18.5, bude platit

v, =Ucos?, Vy =—Usind} pro  r— oo, (18.8.5)
Na povrchu koule musi v, a v, pfi libovolném @ spliiovat rovnice

V,=0, v3=0 pro r=a, (18.8.6)
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kde @ je polomér koule. O vSech tiech hledanych funkcich bychom mohli pred-
pokladat, Ze kazda je rovna sou¢inu dvou funkei, z nichZ jedna je zavisla jen na
r a druha jen na ¢. JelikoZ v téchto souginech, jimiz jsou vyjadieny v, a vy,
maji byt funkce zavislé na ¥ v ,nekone&nu* pfimo tmérné cos®, popt. sind¥,
vede rychleji k cili semiinverzni metoda, kterou jsme nékolikrat pouzili v elasti-
cité€. U téchto dvou funkei predpokladame stejnou zavislost na ¥ jak v ,ne-
kone¢nu®, tak i v kone¢nu, tj. klademe

v, = F(r)costt, Vy =G(r)sind . (18.8.7)

Z prvnich dvou rovnic(18.8.4) je vidét, ze funkci p je mozné piedpokladat ve
tvaru

p=UH(r)cos?. (18.8.8)
Z podminek (18.8.5) a (18.8.6) pro funkce F a G plyne
Flo)=U - Gleo)=-U, . Fl@)=0,. . -G(a)=0. (1889)

Zavedenim z rovnic (18.8.7) a (18.8.8) do rovnic (18.8.9) dostaneme soustavu
obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

2 2
1= pradpiiyps et ia b st @ piedip.
r r2 72 r r r? r?
%o
O = Fe e (18.8.10)
i r

zde jsou ¢arkou naznaceny derivace podle r. Z posledni rovnice plyne

G=-L Ll (18.8.11)

2

Pomoci této relace obdrzime z prostiedni rovnice

.2

H:’?F”’+3rF”+2F’. (18.8.12)

Derivovanim této rovnice podle r a srovnanim vysledkii s prvni rovnici
(18.8.10) pak dostavame

FIFUV) 4 892 F” 4+ 8F” —8F'=0. (18.8.13)

To je obycejna diferencialni rovnice Eulerova typu. Obvyklym ptedpokla-
dem F ~ r» dostavame pro n rovnici &tvrtého stupné a snadno se piesvédéime,
ze ji mGzeme psat ve tvaru

nn+1)(n+3)(n-2)=0.
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Tim mame jiz uréeny koteny této algebraické rovnice, a tim vlastné i partikular-
ni integréaly, takZe obecné fesenti diferencialni rovnice (18.8.13) je
v

Regn P C opa (18.8.14)

| G

Zavedenim tohoto vysledku do rovnic (18.8.11) a (18.8.12) dostavame G a H

G:—A—£+_C__2D"2’
2r 20
B
H=—T+10D}‘. (18.8.15)
72

Zbyva nam urgit hodnotu konstant. Snadno se presvédcime, Zze pro né plyne
z okrajovych podminek (18.8.9) vyjadieni

A=U, Bz—%aU, C:21a3U, D=0.

Tim méame funkce F, G, H zcela urceny. Uplatnime-li tento vysledek v (1 8.8.7)
a (18.8.8), dospivame ke kone&nému tvaru hledaného feseni

3
V= Ucosﬁ(l —Z£+la—) ;
3 3
Vy =—Usinz9(1 —iﬁ—la—),

~ra3iial]
2 r2

cost. (18.8.16)

Témito vzorci je dano rozlozeni rychlosti a tlaku ve viskézni nestlagitelné teku-
tin¢, ktera obtékéa nepohyblivou kouli.

Vypocitame jesté vyslednici sil, kterymi piisobi tekutina na kouli. K tomu
musime znat slozky tenzoru napéti. Normalou k libovolnému plosnému ele-
mentu povrchu koule je privodi¢ r a proto staCi, budeme-li znat 7, a T,
(nebot’ 7,, = 0). Z obecnych vzorcii

av, Pou 2 5dn = s
T,.,.=—p+2,u ar 5 Trﬁ:.u _.—"}'_‘—_'_‘ S

a a
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Z téchto slozek tenzoru napéti uréime slozky vektoru napéti. Vzhledem k osové

<
symetrii staci uvazovat jen jeho slozku 7, . Z obrazku 18.6 je vidét, ze plati
=

T, =1, cos¥—1,5sind}.

Vynéasobenim plosnym elementem dS dostaneme elementéarni silu a integraci
pres cely povrch koule obdrzime vyslednici W sil pisobicich na povrch koule.
Za dS mizeme zvolit pas Sitky add, jehoz plosny obsah je dS= 2nasindadd,
takze mame

W= J 7"\ ds = J-(T,.,. cos® — 1,5 sin®) 2wa’ sin¥ d ¥
s 0

S 2na’ sinddd = 6nual . (18.8.17)
O2 a

Obr. 18.6

Timto Stokesovym vzorcem
W =6nual

Jje urcena velikost sily, kterou ptsobi proudici viskdzni tekutina na kouli. Stejné
veliky je odpor, ktery klade klidna tekutina rovnomérnému ptimocarému pohy-
bu koule rychlosti U. K prekonani této sily, tj. k udrzeni koule v rovnhomérném
pfimocarém pohybu, musime vynalozit energii, ktera se disipuje v teplo.
Stokestiiv vzorec byl odvozen za predpokladu, Ze R << 1. V uvaZovaném
pripad€ budou charakteristickymi veli¢inami délky a rychlosti polomér a koule
a jeji rychlost U, takze bude R =aU/v . Reynoldsovo &islo nabyva malych hod-
not, je-li bud’ velmi maly polomér koule, nebo mala jeji rychlost, anebo jde-li
o velmi viskézni tekutinu (tj. velké 1). Pak Stokestiv zakon plati jak pro kapali-
ny, tak i pro plyny (pokud nejsou prili§ zfedéné, tj. pokud stiedni volna draha
molekul plynu neni srovnatelna s polomérem koule). Uved’'me jesté, ze kdyz
pfihlizime k proudovému zrychleni nazna¢enym zptsobem, tj. v rovnicich na-

v v,
hradime v —a——' vyrazem U; —, dostaneme pro odpor W vzorec

X X J
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3 19
W=6nuaU|l1+=R———R2 4+ 1
A 8 320
kde R je Reynoldsovo ¢&islo. Je-li R relativng malé, Ize druhy a dalsi ¢leny
v zavorce zanedbat vzhledem k 1 a dostaneme vzorec Stokestiv.

Pripoménme zavérem, Ze Stokestiv vzorec Je velmi dulezity pro Einsteinovu

teorii Brownova pohybu a pro Millikanova méfeni elementarniho elektrického
naboje.

18.9. Mezni vrstva

Pri priblizném feseni Navierovych—Stokesovych rovnic v piedeslém odstavci
Jsme predpokladali, Ze Reynoldsovo &islo Je velmi malé. Tento predpoklad
znamenal zanedbani ¢lendi p¥isludnych sile setrvacnosti. Jestlize Jje naopak Rey-
noldsovo ¢islo veliké, takze sila vnitiniho treni je relativné malé (tj. je malé v)
ve srovnani se silou setrvacnosti, zdélo by se logické zanedbat zase sily vnitini-
ho treni. Tim by vsak Navierovy—Stokesovy rovnice piesly v Eulerovy rovnice
pro dokonalou tekutinu. Uvedli jsme si viak, e obecné nelze nalézt reSeni Eule-
rovych rovnic, které by spliiovalo okrajové podminky pro tekutinu viskozni.
Experimentalné je totiz potvrzeno, ¥e za normélnich podminek tekutina Ine ke
sténam (tj. je vaci sténé v klidu), a proto musime pozadovat, aby okrajové pod-
minky pro viskézni tekutinu byly splnény, tj. aby na sténach vymizela normalo-
va i te¢nd slozka rychlosti tekutiny.

Je viak rovnéz experimentalné potvrzeno, 7e pii velkych Reynoldsovych
Cislech se proudéni skuteénych tekutin v dostatecné (a to jiz pomérné malé)
vzdalenosti od obtékanych t&les (stén) jen malo 1isi od proudéni dokonalé teku-
tiny (tj. je téméf potencialni). Z vysledkii experimenti tedy plyne, ze proudici
tekutina v sousedstvi téles spliiuje podminky piedepsané pro viskézni tekutinu,
aviak v dostate¢né vzdélenosti od téchto téles se chova Jjako tekutina dokonala.
Pri velkych Reynoldsovych ¢&islech muzeme tedy proudici viskdzni tekutinu
rozd€lit na dvé oblasti, v jedné, ktera sousedi s obtékanym t&lesem (sténou), se
pIn¢ uplatiiuji viskdzni vlastnosti tekutiny, v druhé je proudéni téméi potencial-
ni (viskozni tekutiny). Oblast sousedici s obtékanym télesem nazyvame mezni
vrstvou. Ukazeme si, ze tloustka této vrstvy je velmi mald a jeji hranice neobsa-
huje Zadnou proudnici.

Pii obtékani nepohyblivé stény dokonalou tekutinou musi na sténé vymizet
normalova slozka rychlosti tekutiny, kdezto te¢na slozka rychlosti je libovolna.
Pro viskézni tekutiny okrajové podminky vyzaduji, aby vymizely obg slozky
rychlosti, jak normalova, tak i te¢na. Z toho plyne, ze te¢na slozka rychlosti
(pfislusna potencialnimu proudéni), kterd je na vné&jsi hranici mezni vrstvy rizna



