
Př́ıklad řešeńı rovnice ve tvaru totálńıho dife-

renciálu

(y2 + 1) dx − x dy = 0

Nejprve zjist́ıme, zda je rovnice ve tvaru totálńıho diferenciálu (tj. zda je
levá strana diferenciálem nějaké funkce V (x, y)). Pak by muselo platit

∂(y2 + 1)

∂y
= −

∂(x)

∂x
, (1)

což je podmı́nka záměnnosti smı́̌sených parciálńıch derivaćı funkce V druhého
řádu. Protože podmı́nka (1) neplat́ı, muśıme naj́ıt integračńı faktor µ(x, y)
tak, aby rovnice

µ(y2 + 1) dx − µx dy = 0,

která je s p̊uvodńı rovnićı ekvivalentńı, již byla ve tvaru totálńıho difer-
enciálu. To znamená, aby platilo

∂

∂y

[

µ(y2 + 1)
]

= −
∂

∂x
[µx] . (2)

Zkusme nejprve hledat µ jako funkci x. Pak dostaneme z (2) podmı́nku na
µ:

2yµ(x) = −µ(x) − xµ′(x),

tedy po úpravě
µ′(x)

µ(x)
= −

1 + 2y

x
.

Vid́ıme, že zat́ımco levá strana posledńı rovnice záviśı pouze na x, pravá
strana záviśı i na y, a tedy nelze naj́ıt (netriviálńı) řešeńı.

Druhá možnost je hledat µ jako funkci y. V tom př́ıpadě vyjde z (2)
rovnice pro µ ve tvaru

µ′(y)

µ(y)
= −

2y + 1

y2 + 1
,

která má řešeńı

µ(y) =
e−arctg y

y2 + 1
.



Po vynásobeńı touto funkćı přejde naše rovnice na tvar

e−arctg y dx −
xe−arctg y

y2 + 1
dy = 0. (3)

Potenciál V nyńı urč́ıme následovně:

∂V

∂x
= e−arctg y ⇒ V (x, y) = xe−arctg y + ϕ(y),

∂V

∂y
= −

xe−arctg y

y2 + 1
+ ϕ′(y),

srovnáńım s rovnićı (3) tedy vid́ıme, že ϕ′(y) ≡ 0. Řešeńı naš́ı rovnice je
tedy dáno implicitńım vztahem

V (x, y) = xe−arctg y = c.

Je vidět, že ve všech bodech (x, y) ∈ R
2 vyhovuj́ıćıch této rovnosti lze určit

x = x(y):
x = cearctg y, c, y ∈ R.

Pokud x 6= 0, lze také určit y = y(x):

y = tg (ln kx), k 6= 0, kx > 0.

Závěrem dodejme, že toto nebyla jediná volba integračńıho faktoru vedoućı
k ćıĺı – zkuste použ́ıt např́ıklad µ(x, y) = 1

x(y2+1)
.


