1 Jak resit nehomogenni obycejnou linearni di-
ferencialni rovnici?

1.1 Teorie k metodé partikularniho feSeni
Nejdiive! si ujasnime jakou tilohu méme pied sebou. Uloha je nasledujici: hleddme
funkci? y(z), tak aby byla splnéna rovnice

Yy (@) + an—1y" V(@) 4+ azy (@) + ary' (@) = f(2), 1)

kde y(™ (z) znaéf n-tou derivaci funkce y(z), koeficienty a;, i = 1,...,n—1 jsou
néjakd (pevnd) redlnd ¢isla a f(z) je néjakd predem zndmd funkce. Funkei f(x)
nazyvame pravd strana. Dalsim pozadavkem kladenym na hledanou funkei y(x)
je poédtecni podminka. Od funkce y(x) pozadujeme, aby

y($)|w:mo = yga y/(x)lﬂizwo = y(l)’ s 7y(n_1)(x)$:I0 = y(v)z—l (2)

aneb chceme, aby funkén{ hodnota funkce y(z) v bodé zg byla rovnd 33 a aby
hodnota derivace funkce y(z) bodé zg byla rovna y} ...a aby hodnota (n—1)-té
derivace funkce y(z) bodé z¢ byla rovnd yy~ .

Cely problém (1) muzeme zkracené zapsat jako

L(y(z)) = f(=), 3)
kde L(y(z)) je néjaky pfedpis, ktery iikd co udélat s funkei y(x). Presnéji

L(y(®)) =daes y™ () + an_1y™ V(@) + - + a9y’ (z) + a1y (z).

vevs

Nejdulezitéjsi vlastnosti L je, Ze je linearni, aneb plati
L(u(x) +v(z)) = L(u(z)) + L(v(x)). (4)

Linearita L nas ihned sméfuje k feSeni naseho problému. Pfedstavme si, ze
dokézeme uhodnout jedno feseni rovnice (3), budeme mu fikat partikuldrnd nebo
specidlni TeSeni, tak ze plati

L(yspec(z)) = f(2),
yspec(x”x:azo = Co, ygpec(‘r”x:xg =Cly.--, ygze_cl)(x)m:zo = Cp—1,
kde ¢;, i =0,...,n—1 je négjakd vhodna pocateéni podminka. Bohuzel uhadnuti
jednoho feSeni pro néjaké specidlni pocatecni podminky jesté neznamend, ze
jsme napsali obecné feseni. Obecné feSeni totiz muze vychézet z libovolnych
podminek (2).

ITento kratky teoreticky tivod si neklade z4dné niroky na pfesnost a tiplnost, od toho jsou
uéebnice Napiiklad Jiri Kopdcek: Matematickd analyza pro fyziky II, 2. vyd., Praha: Mat-
fyzpress, 2003. Cilem tohoto pojednani je metody feseni nehomogennich obycejnych dife-
rencidlnich rovnic pfedvést na konkrétnim piipadé.

2Jak jiz bylo feteno, jde ndm o techniku a ne o teorii, takze nebudeme specifikovat jaké
vlastnosti dané funkce musi mit.



Jenze tuto obtiz lze prekonat. Snadno totiz najdeme feSeni ypom () homo-
genni rovnice (rovnice s nulovou pravou stranou)

L(yhom (x)) = 07
—1 _
Yhom () |emzo = Y3 — €0s Yhom (@) lomzo = Y& = €1+ - Ysor ) (@) omao = Yo~ L = Cnr-

Soucet obou FeSeni Ynom () & Yspee(z) je pak FeSenim puvodni rovnice (3).
Skute¢né (vyuzivdme linearity (4)) po dosazeni do rovnice dostaneme

L(Ynom () + Yspec(x)) = L(Ynom () + L(Yspec(x)) = 0 + f(z) = f(x)
a pro pocatecni podminky plati

(yhom(m) + yspec(x)) ‘x:aco = (y8 - CO) +co = y(())
(Ynom (x) + ySpeC(x))/ |lr=a0 = (?/(1) —c)te = yé

Whom (@) + Yspee@) ™™ omae = W5 — o) +co =y Y.

Pokusme se tedy najit obecné feSeni rovnice

y"(x) = 3y'(z) + 2y(z) = 2 cos(x), (5)
y(0) = vo, (6)
y'(0) = yp. (7)

V prubéhu feseni tohoto piikladu ukazeme, jak obecné hledat partikularni feseni
(a ukdzeme si také jak tento obecny predpis pouzit v tomto konkrétnim ptipadé).
1.1.1 Jak najit homogenni feSeni?

Klasickym postupem. Reseni homogenni rovnice

Yhom () = 3Yhom () + 2y(z) =0 (8)
hleddme ve tvaru ypom () = e**. Po dosazeni do homogenni rovnice dostaneme
(A2 =3x+2)eM =0.

Musi proto byt
M —3)\+2=0, (9)

coz je splnéno pro A; = 1 nebo Ay = 2. Reseni homogenn{ rovnice je pak dano
jako

Yhom () = c16M7 4 22" = c1e” + cpe??, (10)
kde ¢ a cg jsou konstanty, které uréime z pocateénich podminek.

Polynom P(\) = A2 — 3\ +2 nazyvdme charakteristicky polynom homogenn{
rovnice (8).



1.1.2 Jak najit partikularni feSeni? Metoda nasady.
Na to existuje specialni kuchaika. Postup je nésledujici.
e Je-li prava strana ve tvaru
f(z) = e"* R(x),
kde R(t) je polynom stupné k, pak hleddme partikuldrn{ fesen{ ve tvaru
Yspee(z) = 27 Q(z)e"?,
kde Q(z) je obecny polynom stupné k a p je

— p = 0 neni-li p kofen charakteristického polynomu odpovidajici ho-
mogenni rovnice

— p = v jeli u kofen charakteristického polynomu odpovidajici homo-
genni rovnice a jeho nasobnost je v.

e Je-li prava strana ve tvaru

f(@) = e (R(x)sin(fz) + Q(x) cos(fz)) ,

kde R(z) je polynom stupné k a Q(z) je polynom stupné /, pak hleddme
partikuldrni feseni ve tvaru

Yspec(x) = 2Pe (S(z) sin(Bz) + T'(x) cos(Bz)) ,

kde S(z) je obecny polynom stupné max{k,(} a kde T(x) je obecny poly-
nom stupné® max{k,} a p je
— p = 0 neni-li a + 0 kofen charakteristického polynomu odpovidajici
homogenni rovnice
— p = v je-li a+ i3 kofen charakteristického polynomu odpovidajici

homogenni rovnice a jeho ndsobnost je v.

V naSem konkrétnim piipadé (prava strana z cos(x)) hleddme partikuldrni
feSeni ve tvaru

Yspec(x) = (Ax + B) cos(z) + (Cx + D) sin(x), (11)

nebot prava strana mé tvar €%%(x cos(x) + Osin(x)) (pfed funkei cos(x) je po-
lynom prvniho stupné a 0 + ¢ neni kofen charakteristického polynomu). Dosa-
zenim (11) do rovnice (5) dostaneme (seskupili jsme k sobé koeficienty stojici

pred stejnymi funkcemi)

(—2A+3B—3C+D)sin(z)+ (3A+C)zsin(z) + (—3A+ B+2C —3D) cos(z)+
+ (A —3C)x cos(z) = z cos(x).

3To mimo jiné znamend, ze i kdyz na pravé strané vystupuje pouze jedna goniometricka,
funkce (napiiklad R(z)sin(B8z)), tak Feseni hleddme ve tvaru S(z)sin(Bz) + T'(x) cos(fBz),
tj. musime pfidat i druhou goniometrickou funkci.



Aby vyse uvedend rovnice platila, musf souhlasit vedouci koeficienty (tj. koefi-
cienty pred jednotlivymi funkcemi), aneb musi platit

—2A+3B-3C+D=0

3A+C =0
—-344+B+2C-3D=0
A-3C=1

Zbyva nam tedy vytesit soustavu algebraickych rovnic

-2 3 -3 1] A 0
3 0 1 0 B| |0
-3 1 2 -3 c| 0]’
1 0 -3 0 ||D 1

coz ovSem neni zalezitost matematické analyzy. Vysledkem je

sl [ m
o= =
c 7,
L 50
Celkem (po dosazeni hodnot koeficientt do (11)) dostaneme
. 17 .
Yspee(T) = 0% cos(z) — % cos(zx) — 0% sin(z) — 50 sin(z).

Obecné feseni tilohy (5) je pak ddno jako soucet Feseni partikuldrniho a feent
homogenni rovnice
() = s cos(x) — o cos(a) — ~Srsin(z) — L sina) + ere” +er6®. (12)
T)=—x ) — — ) — —wxsin(z) — — sin(x) + c1€” + coe””.
4 10 25 10 50 ! 2

Konstanty c; a ¢z dopoéteme tak, aby platilo y(0) = yo a 3/ (0) = yg.

1.2  Variace konstant - jind metoda pro reSeni

Myslenka skrytd za technikou variace konstant je ndsledujici. Pro homogenni
rovnici (5) mame feSeni ve tvaru (10). Hleddme-li feSeni nehomogenni rovnice,
muZzeme to zkusit tak, Ze pouzijeme feSeni rovnice homogenni, ale pfedstavime
si, ze konstanty c; a co jsou zdvislé na proménné x, aneb

y(x) = c1(x)e” + cox)e®® . (13)
E

Tento predpis pro funkci y(x) dosadime do rovnice (5) a podivdme se, co vy-
jde. Spoc¢téme si tedy nejdiiv prvni derivaci (seskupujeme ¢leny ve kterych je
derivace funkef ¢1(z) a ca(x) a ¢leny ve kterych derivace neni),

Y (z) = ) (x)e” + ch(x)e®® + ¢ (x)e® + 2cz(z)e®®,

A B




navic budme pozadovat, aby bylo A = 0. Pak muzeme spocitat druhou derivaci
a dostaneme (derivujeme pouze B, nebot A je rovné nule)

Y (x) = ¢ (x)e” 4 2c5(x)e*™ + c1(x)e” + deo()e?™,

c D

po dosazeni do rovnice (5) mame
C+ D — 3B +2F = xcos(z).

Nyni si uvédomime, ze v ¢lenech B, D a E jsme s ”"konstantami” ¢;(z) a ca(x)
neprovadéli zadné upravy. Je tedy

D —3B+2E =0,

nebot y(z) = c1e® + cpe?* fesi homogenni rovnici* (a v ¢lenech B, D a E se s
"konstantami” c¢;(z) a cz(x) nic nedélo). Z celé rovnice ndm tedy zbyva

C =z cos(x)

a dale podminka A = 0, kterou jsme pouzili v prubéhu vypoc¢tu. Celkem pozadujeme
splnéni téchto dvou rovnic

c(x)e® + ch(2)e** =0 (aneb A = 0)
) (z)e” + 2ch(x)e*™ = zcos(z) (aneb C' = z cos(z)),

coz pro jednotlivé funkce ¢;(z) a co(z) znamend (odectenim prvni rovnice od
druhé)
ch(z) = x cos(z)e™* (14)

a (od druhé rovnice odecteme dvojndsobek prvni)

ci(x) = —zcos(x)e ™. (15)

Zbyva tedy najit feseni rovnic (14) a (15), coZ je snadné nebot musime pouze
najit primitivni funkce k pravym stranam

c(z) = —/zcos(x)e*“"dz
co(x) = /xcos(z)e*%dx.

Vysledkem je (a1 a as jsou integracni konstanty)

. 1 1
ci(x) = 5% cos(z)e™™ + (—5;10 _ i)e—x sin(x) + a1
cix) = (—gx - i)cos(m)e_h — (—}x ~ 2sin(@)e ® +a
' 57 2 57 25 2.

4Promyslete.



Ziskané funkce ¢; a co dosadime zpét do rovnice (13) a dostaneme

1 3 3 17

y(x) = 0° cos(z) — % cos(z) — 0% sin(x) — 50 sin(z) + a1e” + aze®®,
coz je kupodivu totéz jako (12).

Konstanty a; a as dopocteme tak, aby platilo y(0) = yo a ¥'(0) = y§.



