
Př́ıklady na 13. týden

Henri Lebesgue a jeho integrál

Lebesgueova a Léviho věta

Spočtěte následuj́ıćı integrály. Ověřte předpoklady vět, které použ́ıváte!

1. lim
n→∞

∫ 1

0

xn

n
dx

2. lim
n→∞

∫
∞

0

ln(x + n)

n
e−x cos xdx

3. lim
n→∞

∫
∞

0

xn

1 + x2n
dx

4. lim
n→∞

∫
∞

0

e−nxx2dx

Rozvinut́ım vhodné funkce do řady spočtěte následuj́ıćı integrály. Ověřte
předpoklady vět, které použ́ıváte!

5.

∫
∞

0

x

ex − 1
dx (

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
)

6.

∫ 1

0

ln( 1
x
)

1 − x2
dx (

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
)

7.

∫
∞

0

x3

ex − 1
dx (

∞∑
n=1

1

n4
=

π2

90
)

Funkce v́ıce proměnných

Implicitńı funkce, věta o regulárńım zobrazeńı

8. Dokažte, že existuje okoĺı V bodu (1, 1) takové, že množina

{(x, y);x3 + y3 − 2xy = 0} ∩ V

je grafem nějaké funkce, která je tř́ıdy C2 na nějakém okoĺı bodu 1.
Spočtěte f ′(1) a f ′′(1).

9. Dokažte, že existuje okoĺı V bodu (3,−2, 2) takové, že množina

{(x, y, z); z3 − xz + y = 0} ∩ V

je grafem nějaké funkce, která je tř́ıdy C2 na nějakém okoĺı bodu (3,−2).

Spočtěte ∂2z
∂y2 (3,−2).
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10. Spočtěte parciálńı derivace 2. řádu funkce implicitně zadané vztahem
x + y + z = e−(x+y+z).

11. Nalezněte prvńı a druhý diferenciál funkce dané vztahem z = x+arctg y
z−x

.

12. Jsou-li x = f(y, z), y = g(x, z), z = h(x, y) implicitně zadány vztahem
F (x, y, z) = 0, ukažte, že fygzhx = −1.

13. Napǐste du a dv, je-li u + v = x + y, sin u
sin v

= x
y
.

14. Hledejte lokálńı extrémy funkce z = z(x, y), dané implicitně vztahem

(x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2 − z2) .

15. Vyřešte rovnici (zy)2zxx − 2zxzyzxy +(zx)2zyy = 0 t́ım, že polož́ıte x = u,
y = v, z = w a přeṕı̌sete ji na rovnici pro funkci u proměnných v a w.

16. Vyjádřete prvńı složku fx vektoru ∇f = (fx, fy, fz) ve sférických souřad-
nićıch x = r sin θ cos ϕ, y = r sin θ sin ϕ, z = r cos θ.

Přepǐste do nových proměnných

17. x2zx + y2zy = z2, u = x, v = 1
y
− 1

x
, w = 1

z
− 1

x
.

18. zxx + zyy = 0, u = x
x2+y2 , v = − y

x2+y2 .

19. x2zxx − (x2 + y2)zxy + y2zyy = 0, u = x + y, v = 1
x

+ 1
y
.
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