NOFY152 Matematickd analyza 11 letn{ semestr 2019/2020 Domaci ukoly

Termin pro odevzdani: pondéli 16. biezna 2020

1. [Nepovinné] Najdéte explicitni vztah pro nésledujici derivaci

d
&fs b(x)f(x ,8)ds,

kde a(x), b(z) a f(z,s) jsou spojité diferencovatelné funkce. Pokuste se vzorec odvodit sami, usoudite-li, ze potiebujete
malou napovédu, zkuste zadat do vaseho oblibeného vyhledavace klicové slovo Leibniz integral rule.

2. [Nepovinné] Pohyb matematického kyvadla o délce | v gravitaénim poli s gravitaénim zrychlenim g je popsén diferencidln{

rovnici )

d?0 g

—— + =sinf =0, 1

dez 1 (1)
kde 6 je thel mezi svislici a ramenem kyvadla. (Souradny systém je zaveden tak, jak jste zvykli.) Ukazte, ze perioda T
kmitu kyvadla, které je vypusténo s nulovou rychlosti z pocdteéni vychylky 6y je ddna vztahem

T:QW\/7(1+a9§+b9§+m), (2)
g

kde a, b € R jsou realné konstanty. Najdéte hodnotu konstanty a.

Névod je nasledujici. Rozmyslete si, ze vyndsobenim obou stran rovnice (1)) vyrazem ‘;—f dostaneme rovnici

d (1/d6\* ¢
dt(2(dt) —lcosﬁ)—

odkud plyne, ze

do\? 2¢
— ) =—cosb+C
( dt ) l ’
kde C je konstanta. Hodnotu konstanty uréime tak, ze v horn{ tvrati (maximéln{ vychylka 6p) md kyvadlo nulovou
thlovou rychlost, aneb i(z 90, = = 0. Plat{ tedy

de /2
i 79\/(:089—00500.

(Kam se podéla absolutni hodnota? Vysvétlete!) Nyni pouzijeme vétu o derivaci inverzni funkce a zjistime, ze plati
dt 1

do \/279\/(:080 —cos by

aneb
do

\/zTg\/cosG —cos by

Pokud posledm’ rovnici zintegrujeme od 0=0do8=>0, tak na levé strané dostaneme &tvrtinu periody, nebof kyvadlu

Py

dt =

fe 0 \/ \/COSH—COSGO

Integrél na pravé strané je tézké pfesné spocist, ale na to se nas nikdo neptal. Potfebujeme pouze jeho aproximaci pro
malé 6. Integrél prevedeme rafinovanou substituci do tvaru

/2
T:4\/7f 79‘7,
g Je=0 \/1-k2sin’ ¢

kde k = sin % R (Substituce je rafinovand, zkuste zadat do vaseho oblibeného vyhleddvace klicova slova pendulum a
elliptic integral a jisté najdete vhodnou ndpovédu.) Posledni integral spocteme tak, Ze spocteme integral Taylorova
rozvoje integrandu pro malé 6y, ¢imz zjistime koeficient v rozvoji .

Termin pro odevzdani: pondéli 9. biezna 2020
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1. V pfedchozim domécim tkolu jste ukazali, ze pro z — 0 plati

3 .5
arctanx:x——+—+o(a:5).
3 5
Pouzijte vyse uvedenou rovnost a najdéte Tayloruv rozvoj funkce arctan (sinz) v bodé xg = 0 do pétého fadu. Meli

byste se dopracovat k vysledku
3

3
arctan (sinx) = x — % + §x5 + 0(305) .

2. Spoctéte limitu

. arctan (sinz) — xcosx
lim .

z—0 0

(Pfi vypoctu by se vdm mohl hodit vysledek z pedchoziho piikladu.)

3. Piimym derivovanim spoctéte Tayloruv rozvoj funkce sinz v bodé xg = %71’ do patého tadu. Méli byste se dopracovat
k vysledku
1 3\ 1 3.\!
sinx:—1+7(x—f7r) ——(a:—ﬂr) +0(:I:5).
2 2 24 2

4. Uvazujte chodbu o prufezu nazna¢eném na Obrazku [l (Prufez chodby je slozen z polokruhové vysece o poloméru r
a priléhajictho obdélniku, jehoz svisld strana md délku a.) Urcete, jaky polomér r musi mit polokruh, aby byl obvod
chodby minimdlni pii zachovani pozadovaného plosného obsahu A.

Ukazte, ze vami nalezend hodnota r skute¢né odpovida minimdinimu obvodu.

2r

Obréazek 1: Chodba.

Termin pro odevzdani: pondéli 2. biezna 2020

1. Pf¥imym derivovanim spoctéte Tayloruv rozvoj funkce arctanz v bodé xy = 0 do patého radu.

2. [Nepovinné] Navstivte pocitatovou laboratof, spustte si software pro symbolické vypocty Wolfram Mathematica, a
presvédcte se, ze vaSe feSeni predchoziho piikladu je spravné. Piikaz, ktery hledate je:

Series[ArcTan([x], {x, 0, 5}]

Ptipominam, Ze software Wolfram Mathematica si muZzete nainstalovat i na vlastni poc¢itac, MFF UK mé& pro studenty
zakoupenou neomezenou licenci, pokyny k instalaci najdete na [internetovych strankach Matematického ustavul Pokud
jsou mezi vami piiznivei mikropocitacu [Raspberry Pi, pak vézte, Zze Wolfram Mathematica je k dispozici zdarma na
vSech téchto pocitacich, podrobnosti najdete zde.

3. S pouzitim Taylorova rozvoje spoc¢téte limitu

arctan(1 - ) — arctan (1 - e*™!)

lim 5
(va-2)

4. [Nepovinné] Vysledek piedchoziho piikladu si ovéite v Wolfram Mathematica. Pifkaz, ktery hleddte, je
Limit [(ArcTan[Exp[x - 1] - 1] - ArcTan[x - 1]1)/((Sqrt[x] - x)°2), x -> 1]

Termin pro odevzdani: pondéli 24. inora 2020

1. S pouzitim vzorcu odvozenych na cviceni spoctéte objem koule o poloméru R. (Nepouzivejte sférické souradnice ani jiné
pokro¢ilé techniky. Zatim dokazeme integrovat pouze vzhledem k jedné proménné.)


http://msekce.karlin.mff.cuni.cz/cs/node/14
https://www.raspberrypi.org/
https://www.wolfram.com/raspberry-pi/
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2. Na cviceni jsme pomoci ivahy o rozvinuti plasté kuzelu do roviny ukazali, ze plosny obsah Sk plasté rotacniho kuzelu
o vysce H a poloméru podstavy R je dan vzorcem

Sk =TRVH? + R2. (3)

Zaroven jsme ukézali, ze plosny obsah pldste rota¢niho té&lesa vytvofeného rotaci grafu funkce f(z) podél osy z je dédn
vzorcem

5=L5a2wf(x) 1+(j‘£($))2dw. (4)

Najdéte vhodny predpis pro funkci f, kterd po rotaci kolem osy x vytvoii rotacni kuzel o vysce H a o poloméru
podstavy R, a pfimym vypoctem za pouziti vzorce ukazte, ze plosny obsah plasté tohoto kuzelu je skutetné déan

vzorcem .



