NMAF063 Matematika pro fyziky ITI Zépoctova pisemnd prace A Termin pro odevzdéani 7. prosinec 2018

Jméno:
Priklad 1 2 3 4 ) Celkem bodu
Bodu 20 20 20 10 30 100
Ziskano

Zapottovda pisemnd priace uréend k domdacimu vypracovani. Nutnou podminkou pro ziskani zdpoctu je zisk vice jak 50 bodu.
Pravidla jsou nasledujici:

1.
2.

20] 1.

Piiklady feSte samostatné bez cizi pomoci (spoluzici, starsi kolegové a podobné).

Piiklady lze Fesit s pouzitim veskerych dosupnych néstroju (skripta, uéebnice, software pro symbolické vypocty jako napiiklad
Mathematica).

Pokud je piiklad zadan ve stylu “feste diferencidlni rovnici” a pokud pouzivate software pro symbolické vypocty, neni dovoleno
pouzit funkce typu DSolve. Je naopak dovoleno pouzit bez dalsiho komentéfe vystup funkci typu FourierTransform nebo Integrate.
Je nutné explicitné uvést jednotlivé kroky feSeni, diléi vypocty lze svéfit software pro symbolické vypocty.

Pokud je piiklad zadéan ve stylu “najdéte Fourierovu transformaci funkce” a pokud pouzivite software pro symbolické vypocty,
neni dovoleno pouzit funkce typu FourierTransform. Je naopak dovoleno pouzit bez dalstho komentéafe vystup funkci typu Apart,
ktera provadi rozklad na parcidlni zlomky.

. Numericka chyba v feSeni znamenda nulovy bodovy zisk za dany ptiklad.

Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale presné oduvodnéte. Pokud pouzivite néjaké tvrzeni, nezapomente ovérit splnéni
predpokladu.

S pouzitim Laplaceovy transformace najdéte feseni obycejné diferencialni rovnice

f  df
—2f=2
da? e dz !
na intervalu (0, +00) s pocateénimi podminkami
f|m:0 =0,
d
a2
dz|,_,

Reseni:
S pouzitim zndmych vztahu pro Laplaceovu transformaci L[f] =gef ;:g f(z)eP* da derivace funkece

£ |E| =vetn- 0

d*f df
£ |G| =ren-wro - 2o
a s pomoci tabulky pro Laplaceovu transformaci, ktera rika, ze
2
L[2 = -,
[21(p) ’
prevedeme rovnici do tvaru
el + L |25 —2c) =2
Tz p

Déle vyuzijeme derivaci integralu podle parametru, a spocteme si Laplaceovu transformaci druhého ¢lenu na levé

strane,
df +oo df e 3 d +o0 df o B df d
£ [ dl} /gg:o xae dz = dp =0 dx it = E ez — (pLI[f]),

kde jsme vyuzili poc¢ateéni podminky pro hledanou funkci f a vztah pro Laplaceovu transformaci derivace. Puvodni
diferencialni rovnice se tudiz po Laplaceové transformaci zmeéni na

d 2

P*LIf] - a (PLIf]) —2L[f] = s
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Zapoctova pisemnd priace A

NMAF063 Matematika pro fyziky ITI
2. Spoctéte Fourierovu transformaci funkee f : R® — R dané predpisem
1
fl@) = —.
L+ [’

20] 2.
’ 1

= ‘ x)e®*¢ dx
FIAE) 0t | s(@)=e da.

Abychom se bezpecéné shodli na vysledku, tak pfipominam, ze uzivame nésledujici definici Fourierovy transformace
d
2

1 ize qa.

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme
Dle definice Fourierovy transformace chceme spocist objemovy integral
5
2
zcR3 1+ |CL'|

Reseni:
1
(5 ) —def W

v 2
1+ ||
Integral zjevné nazdvisi na orientaci souradného systému. Soutadny systém tedy zvolime tak, aby byl vhodny pro
vypocet. Pro dané £ # 0 zvolime souradny systém tak, aby osa z souhlasila se smérem vektoru & a pro vypocet

integralu pouzijeme standardni sférické souradnice
x = rsinf cos p,
y = rsin @ sin g,

z =rcosf.
Ma-li vektor x slozky
7 sin 6 cos ¢
x = |rsinfsing| ,
rcos 6
pak jest
x o & =& rcosh.
(Vektor & je orientovén ve sméru osy z.) Po dosazen{ do vzorce pro Fourierovu transformaci tedy dostaneme
1 1 :
— / — izeg - / / / — gllélrcos 6,2 sin f drdfdep
(2m)? Jaers 1+ |z )2 Jr=0 Jo=0 01+1“
Vysledny integral spocteme znadmymi technikami
1 —+oo T
. / / / —ellélreost2gin g drdfdy = / / 72 ell€Imeost gin 9 drde
)2 Jr=0 Jo=0 01+7“ (2m)2 Jr=0 ol+r
_ s =cosf oilglrs
ds :—sin9d9‘ 27ré/r /_ 11_|_7~ drds
—+oo
_ / r {eimr _ efimr} ar.
ife](2m)? Jrmo 1H7

Nyni si povSimneme, ze plati
+o0 +oo
2 1(\{/ 1|s|rdr} L g{/ l|srdr}
)2 Uio T €] (2m)* —oo1+7"

I pr—
€] (2
pricemz v posledni upravé jsme vyuzili fakt, ze imagindrni ¢ast integrandu je suda funkce. Integral
+oo
€l qr

J —def / m

spocteme s pomoci integrace v komplexni roviné. Integrujeme-li funkci
Z__ clelz
2
+ z

g(z) —def 1

pres polokruznici v horni poloroving, to jest pres kiivku
Yy=mUvy={z =t,t€(-R,R)}U{z =Re'’, ¢ € (0,7)}
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3. S pomoci Fourierovy transformace vyteste pro x € R parcidlni diferencidlni rovnici

ou & 0%u

— =k — —yu

ot a2
kde k a ~ jsou kladné konstanty, a poc¢atecni podminka je

w(z,t)|,—g = f(2).

Nejprve odvodte obecny vzorec pro fesen{ tilohy. (Obecné Feen{ je ddno prostfednictvim konvoluéniho integralu.) Pro
specialni poc¢atecni podminku

f(@) = e
pak najdéte explicitni pfedpis pro funkei u(zx,t).

ResSeni:

Provedeme Fourierovu transformaci viéi proménné z. Z tabulky pro Fourierovu transformaci vime, ze
0%u
7 5| © =-eFme.

coz muzeme dsporné zapsat jako .
82_“ =—£%u
Ox2 ’
Toto znaceni pouzijeme pii vypocCtu. Fourierova transformace dané rovnice je tedy
ou
at

Tuto diferencidlni rovnici v proménné ¢ fesime s pocatecni podminkou

= —k £24 — 7.

U|t:0 =
Resenim diferencialni rovnice s prislusnou pocateéni podminkou je funkce
~ = - 2_
u = fe( kE ’Y)t_

Pokud dokdzeme spocist zpétnou Fourierovy transformaci @, ziskdme feSeni puvodni parcidlni diferencidlni rovnice.
Potiebujeme spocist
- 1 % —kE2—~)t i
FHa)(z) = ;/ Fle)el=re=m)temiot g,
(2m)2 JgeRr
V idedlnim piipadé se nam podaii zpétnou Fourierovu transformaci vyjadrit jako konvoluéni integral zahrnujici
pocatecni podminku f. V tabulce Fourierovych transformaci dohleddme, ze plati

Fle @ = = E,

FHF Gl F bl () = lg % h] (z),

1
V2T

kde hvézdicka znaci operator konvoluce, ktery je definovan jako

lg % ] () =aet / o(z — y)h(y) dy.

y€ER

Vratime se zpét ke vztahu pro inverzni Fourierovu trasformaci, a vidime, ze

/ Fle)e € teiw¢ ag
£€ER

2

1

FHa)(e) = —
(2m)2

/ Fle)el=he" —)temint gg — et
€€R (2m)2

g 1 ~ e_ZTZt —ize __ tL e~ ikt _ ot B ekt
=e 7 (2#)% /&Rf(i)(\/%)e dé =e77 M[f*_%] () =e77 /yERf(a: Y) —47rktdx’

pricemz v druhém ¢lenu v integralu rozeznavédme fundamentdlni feseni pro rovnici vedeni tepla. (To neni ndhoda,
ptvodni rovnice ptejde po prechodu k nové nezndmé o =gor ue? na standardni rovnici vedeni tepla pro funkci u.)
Muzeme tedy prohlésit, ze obecné feseni zadané diferencialni rovnice s prislusnou pocateéni podminkou je ddno vzorcem

_ v

e ikt

dzx.

— a0t _
u(a:,t)—e 7 yeRf<x y)m
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[10] 4. Spoctéte Laplaceovu transformaci funkce
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5. Ukazte, ze jednim z moznych feSeni obycejné diferencialni rovnice

d2
chJ; —zf=0
je funkce
+oo 3
flx) = % /5_0 cos (53 +:E§> d¢,

pricemz integral v definici je chdpén ve smyslu hlavni hodnoty, aneb f(z) = limp_ 4o % fgio cos (% + Tﬁ’) d¢. Ukazte,
ze pro r — +oo plati

Reseni:
Pokusme se rovnici vyfesit s pouzitim Fourierovy transformace. Pro ucely pozdéjsi diskuse bude vhodné pracovat
s rovnici zapsanou pro nezndmou funkei g,
d%g
da?
S pouzitim standardnich pravidel pro Fourierovu transforamci derivace a a Fourierovy transformaci funkce nasobené
proménnou dostaneme, ze Fourierova transformace dané ronice je

—zg = 0.

1d
p— 2 —_— — — pr—

EFlg) - {57 lol =0
Pro Fourieruv obraz funkce f tedy plati

d o

e 9] = —i&"F [4]
Resenfm této rovnice je

Flg=e's

(Integracéni konstantu volime tak, aby pro vyslednou funkci f platilo % = 0, coz plyne z puvodni diferencidlni

. 5w o % 5 B e —ofemere § . , . . S .
rovnice.) ReSen{ puvodni diferencidlnf rovnice ziskdme jako inverzni Fourierovu transformaci funkce €' , coz po expli-
citnim dosazeni do vzorce pro inverzni Fourierovy transformaci dava

9] s .
_ —i= —ilx
= — e se d¢.
& V 271' /,;200 §

Nyni si staci uvédomit, ze funkce + &x je lichd funkce, a proto plati

3

1 +oo _ii —1590 1 . +o00 . 53
\/_2_71'/5__00 dﬁ—m/ cos(3+£x) §—m1/£__msm<§+§x> de

()

Funkce ¢ definovana jako

[ (o)

je tedy fesenim puvodni obycejné diferenticalni rovnice, coz jsme chtéli dokazat. (Reéfme lindrn{ diferencialni rovnici
bez pocatecnich/okrajovych podminek. Multiplikativni konstanta tudiz nehraje zddnou roli, lze ji zvolit libovolné.
Z toho plyne, ze funkece f, kterd je od funkece g lisi o multiplikativni konstantu, je také fesenim puvodn{ rovnice.)

Asymptoticky rozvoj pro z — +oo lze ziskat riznymi technikami. V zdsadé lze bud pracovat pifmo s diferencialni
rovnici nebo lze vyuzit integralniho vztahu pro reseni diferencidlni rovnice. Ukdzeme si druhou techniku, kterd vychazi
piimo z integralniho vztahu pro feseni. Pro funkci f plati

1 +oo 3 +oo 3 1 +ioco 3
=2 o (§ o) s [ () [
= —00 nN=-—10
1

.3
= — es "*dz.
2mi ~={z€C, z=it, te(—o0,00) }
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