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NMAFO061, ZS 2017-2018

Zapoctova pisemnd prace — skupina A 5. leden 2018

Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit

splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Skupina:
Priklad 1 2 3 4 5 Celkem bodu
Bodu 40 10 10 20 20 100
Ziskano

1. Ukazte, ze integrél

T sint
5 dx
0 X

existuje jako Lebesgueuv integrdl (a je koneény). Vhodnym zavednim parametru spoététe hodnotu tohoto integrilu
pomoci véty o zdmeéné derivace a integrdlu. (Pfipadné jinak.)

Muze se vam hodit:

/lnxdx =zlnzx —z+C,

/ln(b2 +22)dx = 2In(b? + 2°) — 2z + 2barctan (%) +C,

/sin (Inz) dz = g [sin (Inz) — cos (Inx)] + C,
on—1
ar -1
% (asinz — ncosx) + % / (sin""2z) °* da,

e cos" 1 x nin—1
W (a cosx + nsinm) —+ ﬁ / ((}OSn_2 I) eax dl‘,

24 3 4 a 1 a

a(a®? +16)(a®> +4) 8a 8a’2+4 HCYEEST

/ (sin” z) e da =
/ (cos™ z) e dx =

Reseni:
Integral zjevné existuje jako Lebesgueuv integral. Plati totiz

sin? z

lim 57— =20
z—0+ X

a déle (pro z > 1)
sin® z

<1
2 | = g2

x

Prvné jmenovanou rovnost vyuzijeme pfi analyze chovani integralu v blizkosti nuly, druhou rovnost vyuzijeme pti
;. ;. - . .. 400 . .. o . ,
zkoumdani chovani v nekoneénu. (Pamatujeme si, ze fl ?12 dz existuje jako Lebesgueuv integral.)

Pokusime se integral spocist zavedenim vhodného parametru. Cilem je zbavit se funkce 2 ve jmenovateli zlomku.
Prvni ndpad muze byt zkoumat integral

4o+ 4
sin-x _; .2
I(b) =ger / — e " da.
0 X

Derivaci podle parametru b bychom ovSem ziskali

+oo R
% = —/ (sin4 a:) e b dg,
0

coz bohuzel vede na integral, ktery neumime jednoduse vy¢islit. Zkusme proto jiny postup, motivovany kuptikladu

¢tvrtou napovédou. Definujme
+oo .4
sin” x
I(a) :def/ 3 e “dx.
0

X
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Pak je

dI tosinty
@ /0 R
a dale o oo

qaz = /0 (sin4 x) e” " dzx.

Vse bude pravdépodobné dobie fungovat pokud a > 0 a lze doufat, Ze je mozné provést limitni pfechod a — 0+.
Posledné jmenovany integral lze spocist podle ndpovédy. Jest

[ oo o
111 = .
0 ) e * a(a? +16)(a® + 4)

Abychom ziskali explicitni vzorec pro funkci I(a), musime tedy vyfesit diferencidlni rovnici

e1_
da®>  a(a® +16)(a® +4)

Rozkladem v parcidlni zlomky (pouzijeme napovédu) ziskdme

(
)
24 3 4 a 1 a 3 1 1
da= [ (=—3 2 da = SIna— ~1In(a® +4) + — In(a® + 16) + C.
/a(a2+16)(a2—|—4) a /<8a 8a2+4+8a2+16> a=glna 4n(a+ )+16 n(a” + 16) +

Jest tedy

drl 1 1
L= %lnaf Zln(a2+4)+1—61n(a2+16)+0,

a dalsf integrace (s pouzitim napovédy) okamzite vede na

1 1 1
I(a) = %alna + 1—6aln(a2 +16) — Zaln(a2 +4)+ 3 arctan% - arctang +Ca+ D,

kde C' a D jsou integra¢ni konstanty.

Ovérme nyni platnost provedenych operaci. Chceme pouzit vétu o zdmeéné derivace a intergrélu, kterd rika:

Bud f(z,b): I x J - R, kde I CR a J C R. Nechf plati
e Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné b je diferencovatelnd pro skoro vsechna = € I.
e Funkce f(x,b) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky méfitelnd pro vSechna b € J.
e Existuje lebesgueovsky integrovatelnd funkce g : I — R takové, Ze pro skoro vSsechna b € J
plati | 5 f(x,0)] < g(x).
o Existuje by € J tak, ze funkce f(z,bg) jakozto funkce proménné z je lebesgueovsky inte-
grovatelna na 1.

Pak je pro kazdé b € J funkce f(z,b), jakozto funkce x, lebesguovsky integrovatelnd na I,
funkce

F(b):/lf(x,b)dx

je diferencovatelnd na I a plati
dF d
— = [ = b)dzx.
o=, 3/ (@ b)de

Pripomenme si, ze se zajimame o integral

+oo .4
I(a) z/ mexe_‘”: dz.
O x

Funkce f(x,a) =qef Si‘;zwe"“’ je pro a € (g,400), kde € > 0 je libovolné ale pevné kladné redlné ¢islo, nepochybné

diferecovatelna funkce vzhledem k proménné a a pro jakoukoliv hodnotu parametru a je to spojitd a tudiz méfitelnd
funkce proménné z na intervalu (0, +00). V okoli nekoneéna plati odhad

sinfx
5—¢

X

a I(a) tudiz existuje dokonce pro vsechny hodnoty parametru a € (e, +00). (Okoli nuly nepredstavuje pro existenci
integrdlu problém, integrand lze spojité dodefinovat na intervalu [0, +00), viz vyse.)




NMAF061, ZS 2017-2018 Zapoctova pisemnd prace — skupina A 5. leden 2018

. sy . . . d .. . ,
Zbyva najit integrovatelnou majorantu pro derivaci 47 oz je ovSem snadné

da’
df SiIl4£L' —ax sinz . 3 —ax —ax —€ET
—| = = (sm ) e <e <e .
da T T

Lze tudiz provést prvni zdménu derivace a integralu, pro a € (g, +00) tudiz skuteéné plati
dr o0 gint ¢
— = / —e “dux.
da 0 x

V predchozim rutinnim vypoctu jsme vsak potiebovali spocist druhou derivaci iﬁ, pricemz vypocet byl opét zalozen
. . . da . .
na zaméné derivace a integralu. Musime proto znovu ovérit podminky véty o zaméné derivace a integralu, tentokrat
s 4
pro integrél | 0+OO e~ dz. Integrovatelnou majorantu pro derivaci najdeme kuptikladu takto

|(sin4 z)e | <e ™ <e o,

Ostatni podminky véty o zaméné derivace a integralu jsou zjevné splnény, coz lze nahlédnout drobnou tpravou
argumentace z predchoziho pouziti téze véty. Plati tedy

d*r 24

da?  a(a? + 16)(a? +4)

a nasledné tedy

3 1 1 1
I(a) = galna + 1—6aln(a2 +16) — Zaln(a2 +4)+ 3 arctan% - arctang +Ca+D.

Zbyva urcit integra¢ni konstanty C' a D. To provedeme pomoci limitniho prechodu. Plati

Al [3 1., 1., , (a® +16)T5 5
aggloo L= agrfoo [8 Ina — zln(a +4)+ 6 In(a® + 16) + C’] = GBIEOO [ln <m2+4)ias +C| =C,
na druhou stranu ovsem plati (pokud lze zaménit limitu a integral, coz se ndm snad podaii ovérit pozdéji)
dI +oo :. 4 “+o00 <4
lim — =— lim ST —ae gy — 7/ lim 22 Te-aw gz —
a——+o0 da a—+oo 0 X 0 a——+0o0 xX
Zjevné tedy musi byt C' = 0.
Dale plati
3 1 1 1
aEIJPooI = aETOO galna — Zaln(a2 +4)+ 1—6aln(a2 +16) + 3 arctan% — arctang + D]
24 16)76
= lim |aln ua% z—z—i—D
a—+o00 (a2 +4)2 4 2
2
1+ )%
= lim (In ( “2);21 +E_K+D :ﬁ_E+D7
a—+00 (1 + %)TE 4 2 4 2

na druhou stranu ovsem plati (pokud lze zaménit limitu a integral, coz se ndm snad podaii ovérit pozdéji)

i 4 +oo 4
. . sm-r o _ . 1100 B S
lim I = lim e Wdx = lim e dx =0,
a—r+00 a——+00 0 £E2 0 a——+00 x2

—+o0

a je tedy nutné, aby D = 7. Celkem tedy

3 1 1 1
I(a) = galna + 1—6aln(a2 +16) — ialn(a2 +4)+ 3 arctan% . arctang + %
Zbyva oduvodnit platnost zamény limity a integralu. To provedeme kupfiikladu pomoci Leviho véty, ktera rika:

Necht plati:

e Posloupnost { fn}:fl je posloupnost lebesgueovsky integrovatelnych funkci na mnoziné M.
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e Posloupnost { fn}::i konverguje pro skoro vSechna x € M zdola k funkci f, aneb pro skoro vsechna
x € M a pro viechna n € N plati f,(x) < frt1(x) alimy, 4o fr(z) = f(2).
e Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takova, ze pro skoro vSechna x € M plati g < f1 a
f a9 dz > —oo.
Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.

e Lze zaménit limitu a integral,

Jim_ /M folw)da = /N i g (o) de = /M (@) da.

Poznamka: Obdobné lze zformulovat vétu pro posloupnost, kterda konverguje shora. Lebesgueovskou
integrovatelnosti funkce h se v tomto pfipadé rozumi, ze je konetny alespon jeden z Lebesgueovych
integralti z h™ a h™. Aneb jako lebesgueovsky integrovatelné funkce zde chdpeme i funkce, které maji
nekonecény Lebesgueuv integral.

Zjevné plati, ze pro a — 400 mame

sin x

e N, 0,

sin? z

Te—aw \ 0,
€T

a ovéren{ ostatni podminek Leviho véty je snadné. (Pouzili jsme Leviho vétu pro posloupnosti, coz je ale vzhledem
k Heineho vété totéz jako kdybychom zkoumali limitu funkce.) Kromé Leviho véty by ndm samoziejmé stejné dobie
poslouzila, pro a € (g,400), i Lebesgueova véta.

Nyni je na case ucinit posledni krok a sice pouzit rovnost

3 1 1 1
I(a) = galna + 1—661111(612 +16) — ialn(a2 +4)+ 3 arctan% — arctan% + %,

kterd plati pro kazdé a > 0, k vypoctu hodnoty integralu

® sint
3 dx.
0 x

To provedeme zaménou limity a integralu, jest

oo .4 o0 4 oo .4

. . sin“x _ . sin“z _ sin® x
lim I = lim e dx = lim e “dx = ——dx
a—0+ a—0+ /o x2 o o—0+ x 0

pricemz z explicitniho vzorce pro I plyne, ze

3 1 1 1
al_i>%1+l = al_if&_ [8alna + Ealn(a2 +16) — Zaln(a2 +4)+ 3 arctan% — arctan% + Z} =_.
o 4
sin® T
dr = —.
/0 22 U7

Zaménu limity a integralu oduvodnime napiiklad podle Lebesgueovy véty, kterd rika:

Je tudiz

Necht plati:

e Posloupnost { fn}Jroo1 je posloupnost métitelnych funkei na mnoziné M.

n=
e Posloupnost { fn}:z konverguje pro skoro vSsechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vsechna
x € M plati lim, o0 fn(x) = f(2).
e Existuje lebesgueovsky integrovatelnd funkce g, takové, ze pro vSechna n € N pro skoro vSechna
x € M plati |frn(2)] < g(z).
Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.
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e Lze zaménit limitu a integral,

n—-+o0o n—-+oo

lim fo(x)de = / lim fp(x)de = f(z)da.
M M M
Funkce ¢ se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.

Integrovatelnou majorantou je kupiikladu funkce Si;#, nebot pro a € (0,+00) a x € (0, +0c) plati

o4 . 4
sin“x _,. _ sin

—5 ¢ < 7
T T

(Pouzili jsme Lebesgueovu vétu pro posloupnosti, coz je ale vzhledem k Heineho vété totéz jako kdybychom zkoumali
limitu funkee.)

[10] 2. Spoctéte limitu

n——+o0o nx

+oo
lim / Me*ﬁ dz.
0

Pouzijete-li pii vypoctu néjakou vétu, peclivé oduvodnéte, ze jsou splnény patiicné predpoklady.

Reseni:
Povsimneme si, ze integral je dobfe definovén (existuje a je koneény) pro libovolné n. Chovéani v nekone¢nu je jasné,
v okoli nuly vyuzijeme znalosti limity
. In(14 nx)
lim ————=
z—0+ nT

=1.

Zjevné plati, ze
In(1 + nz
lim ye_wz =0.
n—-+400 nx
Pokud tedy ukazeme, Ze je mozné zaménit limitu a integral, muZeme snadno spocist puvodni limitu,
o0 In(1 Hoo In(1
lim Il +n2) o2 g, :/ < lim n(“”)e”f“) dz = 0.
0

n—+oo Jq nT n—r—+0o0o nT
Zameénu limity a integralu lze oduvodnit naptiklad podle Lebesgueovy véty, kterd rika:

Necht plati:

e Posloupnost { fn}:z je posloupnost méritelnych funke! na mnoziné M.

e Posloupnost { fn}:g konverguje pro skoro vSechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vSechna
x € M plati lim, o0 frn(x) = f(2).

e Fxistuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takovd, ze pro vSechna n € N pro skoro vsechna
x € M plati |fr(2)] < g(z).

Pak plati:
e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.
e Lze zaménit limitu a integral,

lim fo(x)de = / lim fp(x)de = f(z)dz.
M M M

n—-+o0o n—-+oo
Funkce ¢ se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.
Posloupnost f, je v nasem piipadé tvorena funkcemi

—X

Ful@) =qer Me ?

nxT

Tyto funkee jsou na intervalu M = (0, +00) spojité a tudiz méfitelné. Prvni pFedpoklad Lebesgueovy véty je tedy
splnén.
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Druhy pfedpoklad je rovnéz splnén, limitu jsme spocetli pro libovolné x € M.
Zbyvé najit integrovatelnou majorantu. (Tiet{ pfedpoklad Lebesgueovy véty.) Pro libovolné n plati

ln(l +nm) 2 2
—¢€
nT

kde funkce e~ je lebesgueovsky integrovatelnd na M. (Pro z > 1 je e < e~ a funkce e~? je lebesgueovsky

integrovatelnd.) Nerovnost In(ty)

staci tedy volit

Hy) < 1 odtuvodnime napiiklad z konkavnosti funkce In(1 + y). V Lebesgueové vété

2
—X

g(x) =def €

Vsechny predpoklady Lebesgueovy véty jsou splnény a lze proto provést zdménu limity a integralu.

[10] 3. Spoctéte objem télesa M v R3 vymezeného plochami

z=0,
T =a,
y=0,
y="b,
z=0,

x? ,y2
A

kde a,b,p,q € RT jsou parametry.

Reseni:
Téleso, jehoz objem zkoumdme je zjevné “kvadr” jehoz dolm’ podstava je tvorena obdélnikem [0, a] x [0,b] v roviné
z =0 a horni “kfiva podstava” je popséna rovnici z = < —|— y . Piimocaré pouziti Fubiniho véty dava

+% a bora? 42
/ d\ = / / / dz | dy| dz = / / ( + ) dy| dz
=0 z=0 y=0 2p 2q

x? %y Y3 b @ 2b b3 z3b  xb?]” a’b  ab®  ab (a® VP
= + = dr = + dr=|—+ — =— + =—(—+—].
o= 2p  6q],_ 2=0 6q 6p 6g),.¢ 6p 6¢ 6 \p ¢

[20] 4. Spoctéte integral

1
/7d)\
M /xQ—&—%

kde M C R? je mnozina definovan vztahem

2\ 2
M:def{xeRz‘ (:Ez—i-y3> ngy}.

(Zépis d\ je jen jiné znaceni pro —L__ dzdy.
Ju \/T Jur \/@ )

Reseni:

Implicitné zadand kiivka

2 2

2 2

'+ 5| =xy,
( 3> Y

ktera tvor{ hranici mnoziny M zjevné lez{ v horni poloroviné (y > 0) a prochézi bodem x = [0,0]. Tato kiivka je
déle symetrickd vuci svislé ose x = 0, aneb lezi-li bod [z, y] na kiivce, pak na kiivee lezi i bod [—z, y]. K¥ivka protind
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osu z = 0 pouze v bodé x = [0,0]. Zavedeme-li “poldrni” souradnice vztahem

T = TCoSp,

y = rV/3sin v,

vidime, ze implicitni rovnice pro kiivku pfejde na rovnici

rt = r3V/3 cos? psin .

Pro dany thel ¢ mé tato rovnice jedinné feseni, a sice

r = v/3cos? @sin .
7 dosud provedenych uvah je zfejmé, ze kiivka musi kvalitativné odpovidat kiivce nacrtnuté na Obrazku 1.
Pouzijeme-li “polarni” soutadnice navrzené vyse, je jasné, ze determinant Jacobiho matice je

Ccos —rsing |
det [\/gsingo r 3cosg0} =rvs.

Vzhledem k symetrii mnoziny M a integrandu \/%2 muzeme vypocet provést pouze v prvnim kvadrantu a
z24 2

vysledek pak vynasobit dvéma. Celkem

™

V3 cos? @sin @ 1

1 z 5 3 2
/ 7(1)\:2/2 / —rv/3dr d50:6/2 cos® psinpdp = —6 {COS SD} =2.
M 2 + % =0 r=0 r © 3

=0 0

[20] 5. Spoctéte plosny obsah mnoziny M v R? vymezené kiivkami

2 = py,
® = qy,
y = aw,
y = bz,

kde a,b,p,q € RT jsou parametry takové, Ze a > b, p > q.

Reseni:

Povsimneme si, ze vyraz “"—; je pro vsechna [z,y] € M v rozmezi [q,p], zatimco vyraz £ je pro vSechna [z,y] € M
v rozmezi [b,a]. To poskytuje ndvod pro nalezeni transformace, kterd mnozinu M pievede na “obdélnik”, viz
Obréazek 2. Volme tedy

T
U= —,

Yy

Yy

U=,

T

kde u € (¢,p), v € (b,a). Obrdcend transformace je

T = uv,
uv?.

Volime-li [u,v] € (q,p) % (b, a), pak tato transformace skute¢né pievadi obdélnik (q,p) x (b,a) C R? na mnozinu M.
K vypoctu plosného obsahu mnoziny M proto vyuzijeme vétu o substituci a Fubiniho vétu. Determinant Jacobiho
matice je

v u _ 2
det [1)2 QMJ = uv”.

P o LS - 1,5 ov/3 .3
/d)\:/ / uv® dv du:/ U dUZ*(P 7q)(a *b)'
M u=q \Jv=b v=q 3 0

Plati tedy
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2
Obrazek 1: Kvalitativni nacrtek kiivky zadané implicitni rovnici (;pz + 3’3—2) = 2%y.

Y=
g Yy = ax
y=5
y=br v
Y po|_
/ q |_
x = ®(u)
u
M
X

Obréazek 2: Mnozina M a jeji transformace na obdélnik.



