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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké
tvrzeńı, nezapomeňte ověřit splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Skupina:

1.[10] Bud’ dán funkcionál Φ na množině M =
{
y ∈ C1 ([−1, 1]) | y(−1) = 0, y(1) = 1

}
předpisem

Φ(y) =

∫ 1

−1
x2 ln

[
1 +

(
dy

dx

)2
]

dx

Spočtěte

a) Prvńı Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δΦ[y](h) neboli
DΦ(y)[h], zálež́ı na značeńı, kterému dáváte přednost.)

a) Druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h a g. (Tedy δ2Φ[y](h, g)
neboli D2Φ(y)[h, g], zálež́ı na značeńı, kterému dáváte přednost.)

Řešeńı:

Gâteaux derivaci funkcionálu Φ(y) v bodě y ve směru h spočteme dle definice

DΦ(y)[h] =
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

.

Po dosazeńı

Φ(y + th) =

∫ 1

−1
x2 ln

[
1 +

(
dy

dx
+ t

dh

dx

)2
]

dxdx

derivujeme podle t a výsledkem je

d

dt
Φ(y + th) =

∫ 1

−1
2x2

1

1 +
(

dy
dx + tdhdx

)2 (dy

dx
+ t

dh

dx

)
dh

dx
dx

po dosazeńı t = 0 źıskáme

DΦ(y)[h] =
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

=

∫ 1

−1
2x2

1

1 +
(

dy
dx

)2 dy

dx

dh

dx
dx,

což je hledaný vztah pro prvńı Gâteaux derivaci.

Dále spočteme druhou derivaci. Opět vycháźıme z definice

D2Φ(y)[h, g] =
d

ds

(
DΦ(y + sg)[h]

)∣∣∣∣
s=0

.
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Dosazeńım za y =def y + sg do DΦ(y)[h] dostaneme

DΦ(y + sg)[h] =

∫ 1

−1

2x2
1

1 +
(

dy
dx + s dg

dx

)2 (dy

dx
+ s

dg

dx

)
dh

dx

 dx.

Derivováńım dostaneme

d

ds
DΦ(y + sg)[h]

=

∫ 1

−1

{
− 4x2

1(
1 +

(
dy
dx + s dg

dx

)2)2

(
dy

dx
+ s

dg

dx

)
dg

dx

(
dy

dx
+ s

dg

dx

)
dh

dx

+ 2x2
1

1 +
(

dy
dx + s dg

dx

)2 dg

dx

dh

dx

}
dx.

Po dosazeńı s = 0 a drobném přeuspořádáńı člen̊u źıskáme hledanou druhou derivaci

D2Φ(y)[h, g] =

∫ 1

−1
2x2

{
− 2(

1 +
(

dy
dx

)2)2

(
dy

dx

)2

+
1

1 +
(

dy
dx

)2
}

dg

dx

dh

dx
dx.

Povšimněte si, že výraz je bilineárńı vzhledem k funkćım g a h. Nav́ıc, pokud provedeme
přeznačeńı h =def g a g =def h, dostaneme tentýž vztah. Obě posledně jmenovaná
pozorováńı jsou pro námi zkoumanou tř́ıdu funkcionál̊u obecně platná. Takto si můžete
rychle zkontrolovat, jestli váš výpočet vede k něčemu rozumnému.

2.[10] Bud’ dán funkcionál Φ na množině M =
{
y ∈ C1

([
− 1

2 , 0
])
| y(− 1

2 ) = 0, y(0) = 0
}

předpisem

Φ(y) =

∫ 0

− 1
2

(
y2 + (y′)

2 − 2yx
)

dx.

a) Spočtěte prvńı Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δΦ[y](h)
neboli DΦ(y)[h], zálež́ı na značeńı, kterému dáváte přednost.)

b) Napǐste Euler–Lagrange rovnice pro funkcionál Φ.

c) Najděte extremály funkcionálu Φ na množině M .

d) Spočtěte druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δ2Φ[y](h, h)
neboli D2Φ(y)[h, h], zálež́ı na značeńı, kterému dáváte přednost.)

e) Rozhodněte, zda jsou nalezené extermály minimizéry či maximizéry daného funkcionálu.

Řešeńı:
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Spočteme Gâteaux derivaci funkcionálu Φ(y) dle definice

DΦ(y)[h] =
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

.

Po dosazeńı

Φ(y + th) =

∫ 0

− 1
2

(
(y + th)2 + ((y + th)′)

2 − 2(y + th)x
)

dx

derivujeme podle t a výsledkem je

d

dt
Φ(y + th) =

∫ 0

− 1
2

(2(y + th)h+ 2(y + th)′h′ − 2hx) dx

po dosazeńı t = 0 (a integraci per partes) dostaneme

d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

= 2

∫ 0

− 1
2

(y − y′′ − x)hdx.

Odkud lze přeč́ıst Eulerovy–Lagrangeovy rovnice pro funkcionál Φ(y)

y − y′′ − x = 0.

Eulerovy–Lagrangeovy rovnice vyřeš́ıme metodou variace konstant. (Pokud tedy par-
tikulárńı řešeńı nevid́ıme rovnou nebo pokud nehledáme řešeńı metodou násady pro
speciálńı pravou stranu.) Řešeńı homogenńı rovnice

y′′ − y = 0

je zřejmě y(x) = c1ex + c2e−x. Hledejme nyńı partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice

y′′ − y = −x

metoda variace konstant dává pro funkce c1(x) a c2(x) následujćı systém rovnic[
ex e−x

ex −e−x

] [
c′1
c′2

]
=

[
0
−x

]
,

odkud [
c′1
c′2

]
=

1

det

[
ex e−x

ex −e−x

] [−e−x −e−x

−ex ex

] [
0
−x

]
= −1

2

[
xe−x

−xex

]
.

Zbývá vyřešit diferenciálńı rovnice pro c1(x) a c2(x), což snadno provedeme pouhou
integraćı

c1 = −1

2

∫
xe−x dx,

c2 =
1

2

∫
xex dx,
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odkud

c1 =
1

2
(x+ 1)e−x,

c2 =
1

2
(x− 1)ex,

Dosad́ıme za funkce c1(x) a c2(x) do vzorce pro partikulárńı řešeńı a vid́ıme, že parti-
kulárńı řešeńı jest

y(x) = c1(x)ex + c2(x)e−x = x,

což jsme ovšem mohli snadno uhádnout pouhým pohledem na zkoumanou rovnici.

Celkové řešeńı nehomogenńı rovnice je

y(x) = x+ C1ex + C2e−x,

konstanty C1 a C2 urč́ıme z okrajových podmı́nek

y

(
−1

2

)
= 0,

y(0) = 0,

což vede na soustavu rovnic

e−
1
2C1 + e

1
2C2 =

1

2
,

C1 + C2 = 0.

jej́ımž řešeńım je[
C1

C2

]
=

1

det

[
1 e
1 1

] [ 1 −e
−1 1

] [
1
2e

1
2

0

]
=

e
1
2

2 (e − 1)

[
−1
1

]
.

Extremála je tud́ıž

y(x) = x− e
1
2

2 (e − 1)
ex +

e
1
2

2 (e − 1)
e−x

aneb

y(x) = x− e
1
2

e − 1
sinhx

Druhou derivaci funkcionálu ϕ spočteme podle předpisu

D2Φ(y)[h, h] =
d

dt
DΦ(y + th)[h]

∣∣∣∣
t=0

= 2
d

dt

(∫ 0

− 1
2

((y + th)h+ (y + th)′h′ + hex) dx

)∣∣∣∣∣
t=0

= 2

(∫ 0

− 1
2

(
h2 + (h′)

2
)

dx

)
,

což je kupodivu totéž co plyne z obecné věty:
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Bud’ Φ funkcionál zadaný předpisem

Φ(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx.

pak je jeho druhý diferenciál roven

D2Φ(y)[h, h] =

∫ b

a

[
P (h′)

2
+Qh2

]
dx,

kde

P =
∂2F

∂y′∂y′
,

Q =
∂2F

∂y∂y
− d

dx

(
∂2F

∂y∂y′

)
,

Můžeme si povšimnout, že druhá Gâteaux derivace je nezáporná, z čehož je zřejmé, že
extremála neńı maximizér daného funkcionálu.

Ke zjǐstěńı povahy extremály použijeme některé z následuj́ıćıch kritéríı

Je-li y klasické řešeńı Euler–Lagrange rovnic pro funkcionál

Φ(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx,

a je-li pro každé x z intervalu [a, b] funkce f(y, z) = F (x, y, z) konvexńı, pak
je y minimizér daného funkcionálu.

nebo

Řekneme, že bod ã je konjugovaný k bodu a, pokud má rovnice (za y se
dosazuje bod podezřelý z extrému)

− d

dx
(Ph′) +Qh = 0

netriviálńı řešeńı s okrajovými podmı́nkami h(a) = 0, h(ã) = 0.

Bud’ Φ funkcionál zadaný předpisem

Φ(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx

a necht’ y splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

• Funkce y je extremálou funkcionálu Φ, to jest řeš́ı př́ıslušnou Eulerovu–
Lagrangeovu rovnici.

• Koeficient P je (v bodě extremály) kladný (resp. záporný). Přesněji

P (x, y, y′) = 1
2

∂2F
∂y′∂y′ > 0 (resp. P (x, y, y′) = 1

2
∂2F
∂y′∂y′ < 0).
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• Interval (a, b] neobsahuje žádné body konjugované k bodu a.

Pak je y (slabým) minimem (resp. maximem) funkcionálu Φ.

Prvńı z kritéríı je splněno, funkce f(y, z) je definována jako

f(y, z) = y2 + z2 − 2yx,

kde x je libovolný bod z intervalu
[
− 1

2 , 0
]
. Spočteme druhý diferenciál funkce f a vid́ıme,

že pro každý vektor v ∈ R2 plat́ı

D2f [v,v] = v •
[
2 0
0 2

]
v ≥ 0,

a funkce f je tedy konvexńı jak je v př́ıslušném kritériu požadováno.

Druhé z kritéríı je také zjevně splněno, nebot’ v našem př́ıpadě je P = 1, Q = 1 a
př́ıslušná rovnice pro existenci konjugovaného bodu je tedy (a = − 1

2 )

−h′′ + h = 0,

h(a) = 0,

h(ã) = 0,

ale tato rovnice má pouze triviálńı řešeńı (řešeńım rovnice je h(x) = C1ex + C2e−x,
z okrajových podmı́nek pak plyne, že obě integračńı konstanty jsou nulové), v intervalu(
− 1

2 , 0
]

proto neexistuj́ı konjugované body. Kromě toho jsou zřejmě splněny i ostatńı
podmı́nky.

3.[10] Bud’ dána posloupnost funkćı

fn(x) =
(
1− e−nx

)
+ xe−nx.

Najděte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu [0,+∞). Rozhodněte, zda posloup-
nost {fn}+∞n=1 konverguje stejnoměrně k f na intervalu J a na intervalu K, kde

a) J = (0,+∞),

b) K = [α,+∞), kde α ∈ R, α > 0.

Řešeńı:

Volme x libovolně, ale pevně z (0,∞), pak zjevně plat́ı, že

lim
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

((
1− e−nx

)
+ xe−nx

)
= 1.

Pro x = 0 pak plat́ı
lim

n→+∞
fn(x) = 0.

Bodová limita posloupnosti {fn}+∞n=1 je tedy funkce f definovaná předpisem

f(x) =

{
0, x = 0,

1, x ∈ (0,+∞).
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Můžeme si povšimnout, že na intervalu [0,+∞) je bodová limita nespojitá funkce. Funkce
fn jsou ovšem na témže intervalu spojité, proto neńı možné aby na tomto intervalu stej-
noměrně konvergovaly k funkci f . Okamžitě proto můžeme ř́ıci, že zkoumaná posloupnost
nekonverguje stejnoměrně na intervalu J .

Sledujme však standardńı postup. Stejnoměrnou konvergenci vyšetř́ıme s použit́ım ekvi-
valentńı charakterizace. Plat́ı věta

Bud’ {fn}+∞n=1 ⊂ R posloupnost funkćı. Posloupnost funkćı {fn}+∞n=1 konver-
guje pro n→ +∞ stejnoměrně k funkci f na intervalu M , aneb

fn
M

⇒ f,

právě když pro n→ +∞ plat́ı

σn → 0,

kde
σn =def sup

x∈M
|fn(x)− f(x)| .

Najděme tedy supremum funkce |fn(x)− f(x)| na př́ıslušných intervalech. Zkoumejme
nejprve interval K. Na intervalu K jsou fn(x) i f(x) spojité funkce, proto bude funkce
fn(x)− f(x) na intervalu K nabývat maxima. Plat́ı

fn(x)− f(x) = −e−nx + xe−nx = (x− 1) e−nx.

Absolutńı hodnotu tedy odstrańıme takto

|fn(x)− f(x)| =

{
(x− 1) e−nx, x ≥ 1,

− (x− 1) e−nx, x < 1.

Hledejme nyńı maximum funkce |fn(x)− f(x)| na intervalu K ∩ {x ∈ R|x ≥ 1}. Prvńı
derivace je

d

dx
|fn(x)− f(x)| = e−nx (n+ 1− nx)

Derivace je tedy rovná nule v bodě xext = 1+ 1
n . Je zjevné, že nalezený bod je bodem, ve

kterém zkoumaná funkce nabývá uvedeném intervalu maxima. Po dosazeńı dostaneme

sup
x∈K∩{x∈R| x≥1}

|fn(x)− f(x)| = (fn(x)− f(x))|x=xext

=
(

1− e−n(1+ 1
n )
)

+

(
1 +

1

n

)
e−n(1+ 1

n ) − 1.

Hledejme nyńı maximum funkce |fn(x)− f(x)| na intervalu K ∩ {x ∈ R|x < 1}. Prvńı
derivace je

d

dx
|fn(x)− f(x)| = −e−nx (n+ 1− nx) ,
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Derivace je tedy rovná nule v bodě xext = 1 + 1
n . Tento bod však nelež́ı uvnitř inter-

valu K ∩ {x ∈ R|x < 1}. Na tomto intervalu tedy funkce nabývá maxima v některém
z krajńıch bod̊u. Jelikož je funkce na zmı́něném intervalu zjevně klesaj́ıćı, maximum se
nabývá v levém krajńım bodě, tedy

sup
x∈K∩{x∈R| x<1}

|fn(x)− f(x)| = (fn(x)− f(x))|x=α = (1− α) e−nα.

Celkem tedy pro interval K dostaneme

sup
x∈K
|fn(x)− f(x)| = max

{(
1− e−n(1+ 1

n )
)

+

(
1 +

1

n

)
e−n(1+ 1

n )s − 1, (1− α) e−nα
}
,

kde α je pevné č́ıslo. Jest

lim
n→+∞

[(
1− e−n(1+ 1

n )
)

+

(
1 +

1

n

)
e−nx − 1

]
= 0,

lim
n→+∞

[
(1− α) e−nα

]
= 0,

a následně tedy
sup
x∈K
|fn(x)− f(x)| → 0,

což znamená, že posloupnost {fn}+∞n=1 konverguje stejnoměrně k f na intervalu K.

Zkoumejme nyńı stejnoměrnou konvergenci na intervalu J . Využijeme výše uvedených
výpočt̊u. Opět plat́ı

sup
x∈J∩{x∈R| x≥1}

|fn(x)− f(x)| = (fn(x)− f(x))|x=xext

=
(

1− e−n(1+ 1
n )
)

+

(
1 +

1

n

)
e−n(1+ 1

n ) − 1.

Na intervalu J ∩ {x ∈ R|x < 1} ovšem muśıme postupovat opatrně. Vı́me, že

sup
x∈J∩{x∈R| x<1}

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈J∩{x∈R| x<1}

(1− x) e−nx.

Narozd́ıl od předchoźıho př́ıpadu se nyńı můžeme s bodem x libovolně přibĺıžit nule.
Hodnota suprema muśı být větš́ı než hodnota v jakémkoliv bodě daného intervalu, tedy
např́ıklad v bodě x = 1

n , aneb

sup
x∈J∩{x∈R| x<1}

(1− x) e−nx ≥
(

1− 1

n

)
e−1.

Pak ovšem

sup
x∈J
|fn(x)− f(x)| ≥ sup

x∈J∩{x∈R| x<1}
(1− x) e−nx ≥

(
1− 1

n

)
e−1,

a proto
sup
x∈J
|fn(x)− f(x)| 6→ 0,

což znamená, že posloupnost {fn}+∞n=1 nekonverguje stejnoměrně k f na intervalu J .

Několik člen̊u posloupnosti {fn}+∞n=1 je načrtnuto na Obrázku 1.
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4.[10] Rozhodněte, zda je řada
+∞∑
n=1

ln (1 + 2nx)

nxn

stejnoměrně konvergentńı na množině

a) J = [1,+∞),

b) K = [α,+∞), α ∈ R+, α > 1.

Dále rozhodněte, zda je tato řada na uvedených intervalech absolutně stejnoměrně konver-
gentńı.

Řešeńı:

Využijeme Weierstrass kritérium, které ř́ıká:

Bud’te {fn}+∞n=1 a {gn}+∞n=1 posloupnosti funkćı, přičemž {gn}+∞n=1 je posloup-
nost nezáporných funkćı. Necht’ plat́ı:

• Řada
∑+∞
n=1 gn(x) konverguje stejnoměrně na množině M .

• Pro každé x ∈M a n ∈ N plat́ı |fn(x)| ≤ gn(x).

Potom řada
∑+∞
n=0 fn(x) konverguje stejnoměrně na množině M .

Na intervalu J a tedy i intervalu K zjevně plat́ı, že

ln (1 + 2nx)

nxn
=

ln (1 + 2nx)

2nx

2

xn−1
≤ 2

xn−1
.

Zkoumejme nyńı řadu
+∞∑
n=1

2

xn−1
.

Tato řada je geometrická řada, kdykoliv je x ∈ (1,+∞), tak plat́ı

M∑
n=1

2

xn−1
= 2

M∑
n=1

1

xn−1
= 2

M+1∑
n=0

1

xn
= 2

1−
(
1
x

)M+1

1− 1
x

M→+∞→ 2
1

1− 1
x

.

Nav́ıc, je-li x ∈ K, pak je řada
∑M
n=1

2
xn−1 stejnoměrně konvergentńı. Z Weierstrassova

kritéria proto plyne, že řada
+∞∑
n=1

ln (1 + 2nx)

nxn

je na intervalu K stejnoměrně konvergentńı.

Prozkoumejme nyńı stejnoměrnou konvergenci na intervalu J . Nejprve zjist́ıme, jestli
řada splňuje nutnou podmı́nku na stejnoměrnou konvergenci, která ř́ıká:

Jestliže řada
∑+∞
n=1 fn(x) konverguje stejnoměrně na množiněM , pak fn

M
⇒ 0.
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Zkoumejme tedy stejnoměrnou konvergenci posloupnosti

fn =
ln (1 + 2nx)

nxn

na intervalu J . Bodová limita je na zkoumaném intervalu nula, nav́ıc je posloupnost
na tomoto intervalu posloupnost́ı nezáporných funkci. Ekvivalentńı kritérium pro stej-
noměrnou konvergenci posloupnosti funkćı zńı

Bud’ {fn}+∞n=1 ⊂ R posloupnost funkćı. Posloupnost funkćı {fn}+∞n=1 konver-
guje pro n→ +∞ stejnoměrně k funkci f na intervalu M , aneb

fn
M
⇒ f,

právě když pro n→ +∞ plat́ı

σn → 0,

kde
σn =def sup

x∈M
|fn(x)− f(x)| .

Konkrétně tedy chceme spoč́ıst

sup
x∈[1,∞)

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[1,∞)

ln (1 + 2nx)

nxn
.

Použijeme odhad

ln (1 + 2nx)

nxn
=

ln (1 + 2nx)√
2nx

√
2nx

nxn
≤

√
2

√
nxn−

1
2

≤
√

2√
n
.

Vzorové řešeńı umı́stěné na internetové stránky ve čtvrtek 16. listopadu bylo
v tomto bodě chybné, omlouváme se. Plat́ı proto

sup
x∈[1,∞)

|fn(x)− f(x)| → 0

a posloupnost {fn}+∞n=1 tud́ıž konverguje stejnoměrně na intervalu J = [1,+∞). Je proto
splněna nutná podmı́nka pro stejnoměrnou konvergenci řady

+∞∑
n=1

fn(x)

na intervalu J .

Prozkoumejme platnost Bolzano–Cauchy podmı́nky, která ř́ıká:

Řada {fn}+∞n=1 konverguje stejnoměrně na M právě když

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n ∈ N,∀p ∈ N,∀x ∈M : n ≥ n0 =⇒

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ < ε.
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Pro x ∈ (1,+∞) plat́ı

n+p∑
k=n+1

ln (1 + 2kx)

kxk
≥

n+p∑
k=n+1

ln (1 + 2(n+ 1)x)

(n+ p)xn+p
= p

ln (1 + 2(n+ 1)x)

(n+ p)xn+p
.

Volme nyńı p = n a x = 1 + 1
2n , pak

n
ln (1 + 2(n+ 1)x)

2nx2n
=

ln
(
1 + 2(n+ 1)

(
1 + 1

2n

))
2
(
1 + 1

2n

)2n
=

ln
(
4 + 2n+ 1

n

)
2
(
1 + 1

2n

)2n ≥
ln
(
4 + 2n+ 1

n

)
2e

n→+∞→ +∞,

z čehož plyne, že lze zvolit ε tak, že pro libovolné n0 jsme schopńı naj́ıt n, p a x tak, aby∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≥ ε.
Bolzano–Cauchy podmı́nka tedy neńı splněna a řada tedy neńı na intervalu J stej-
noměrně konvergentńı.

Př́ıpadně můžeme jednodušeji postupovat i takto. (Povšimněte si, že předchoźı postup
lze na rozd́ıl od náleduj́ıćıho postupu uplatnit i v př́ıpadě, že zkoumáme pouze interval
(1,+∞) a nikoliv interval [1,+∞).) Zkoumejme rovnou řadu

+∞∑
n=1

ln (1 + 2nx)

nxn

a dosad’me za x = 1. Pak je

+∞∑
n=1

ln (1 + 2nx)

nxn

∣∣∣∣∣
x=1

=

+∞∑
n=1

ln (1 + 2n)

n
,

což je ovšem divergentńı č́ıselná řada. Zkoumaná řada tedy nekonverguje stejnoměrně
na intervalu J .
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Obrázek 1: Posloupnost {fn}+∞n=1.


