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Jednotlivé kroky pii vypoctech stru¢né, ale co nejpiesnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké
tvrzeni, nezapomerte ovérit splnéni predpokladi.

Jméno a piijment:

Skupina:

[10] 1. Bud dén funkciondl ® na mnoziné M = {y € C' ([-1,1]) |y(—1) =0, y(1) = 1} predpisem
1 2
dy
D(y) = In |1+ (=) | d
(y) /xn +(dx>] T

—1
a) Prvni{ Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy 6®[y](h) neboli
D®(y)[h], zélez{ na znaceni, kterému davate prednost.)

Spoctéte

a) Druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h a g. (Tedy 62®[y](h, g)
neboli D2®(y)[h, g], zdlez{ na znaceni, kterému davate prednost.)

Reseni:

Gateaux derivaci funkciondlu ®(y) v bodé y ve sméru h spocteme dle definice

DB(y)[H] = Ty + th)

t=0

Po dosazeni
1

O(y +th) = / z?1n

-1

dx dz

dy dh\’
1+ (y —|—t> ] dxdx
derivujeme podle t a vysledkem je

d ! 1 d dn\ dh
&Q)(y%—th) :/ 222 5 (dy +td> d—dx
—1 1+ (% +t%> T x T

po dosazeni t = 0 ziskame

DB(y)[H] = Ty + th)

t=0 -1 1+ (Q)de dz

coz je hledany vztah pro prvni Gateaux derivaci.

Déle spocteme druhou derivaci. Opét vychazime z definice

D*0()l.g] = 51 (DBl +so)l)

s=0
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Dosazenim za y =ger y + sg do D®(y)[h] dostaneme

1
D®(y + sg)[h] = 22° ! %—i—s% dh dz.
d ag\? \dz  “dz ) d=
-1 1+<§+sﬁ)

Derivovanim dostaneme
L Da(y + sg)h]
ds Yy g

! 1

e (2000 o (0 )
_1 4 a0\ 2 dx dz ) dr \ dx dz ) dx
1+ (ﬁ + sﬁ)
+ 222 ! dg dn } da.

5 —
1+<%+8%) dz dz

Po dosazeni s = 0 a drobném preusporadéani clenu ziskdme hledanou druhou derivaci

! 2 dy\ > 1 dg dh
D2<I>(y)[h,g] = / 212 — —_— &y +— ggch dz.
1 ) 2 dx 14 ((LU) dx dz

Povsimnéte si, ze vyraz je bilinearni vzhledem k funkcim g a h. Navic, pokud provedeme
preznaceni h =qerf ¢ & g =dget h, dostaneme tentyz vztah. Obé posledné jmenovand
pozorovani jsou pro nami zkoumanou tiidu funkcionali obecné platna. Takto si muzete
rychle zkontrolovat, jestli vas vypocet vede k nécemu rozumnému.

[10] 2. Bud dén funkcional ® na mnoziné M = {y € C' ([—3,0]) |y(—3) =0, y(0) = 0} predpisem

D(y) = /_01 (y2 + () - 2yw> da.

2

a) Spoctéte prvni Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy §®[y](h)
neboli D®(y)[h], zdlezl na znaceni, kterému dévate prednost.)

b) Napiste Euler-Lagrange rovnice pro funkciondl ®.
¢) Najdéte extremdly funkciondlu ® na mnoziné M.

d) Spoététe druhou Gateaux derivaci funkcionalu @ v bodé y ve sméru h. (Tedy 62®[y](h, h)
neboli D2®(y)[h, h], zélezi na znageni, kterému dévate piednost.)

e) Rozhodnéte, zda jsou nalezené extermdly minimizéry ¢ maximizéry daného funkcionélu.

Reseni:




NMAF061, ZS 2017-2018  Zapoctova pisemnd prace — skupina A 16. listopad 2017

Spocteme Gateaux derivaci funkcionalu ®(y) dle definice

D)) = Sb(y + th)

t=0
Po dosazeni

0

<I>(y+th):/

((y +th)? + ((y + th)’)2 —2(y + th)m) dx

1
2

derivujeme podle t a vysledkem je

d 0
Sy + ih) :/ (2(y + th)h + 2(y + th) B — 2ha) da

1
2
po dosazen{ t = 0 (a integraci per partes) dostaneme

d
—®(y +th)

0
=2 —y" — z) hdz.
g” t=0 /_ (y —y" — ) hdx

1
2

Odkud lze precist Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro funkciondl ®(y)
y—y' —x=0.

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice vyfesime metodou variace konstant. (Pokud tedy par-
tikuldrni feSeni nevidime rovnou nebo pokud nehleddme feSseni metodou nasady pro
specidln{ pravou stranu.) Reseni homogenn{ rovnice

y —y=0
je ztejmeé y(x) = c1e® + coe™*. Hledejme nyni partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice
y// —y=-—x

metoda variace konstant ddvd pro funkce c;(z) a ca(z) nésledujei systém rovnic

odkud
{C&} : {_e_w _e_x] [ ¥ ] ; {xe_q
N T T - 5 x|
2 get [296 _e 4 e e T Te

Zbyva vyfesit diferencidlni rovnice pro ci(x) a ca(z), coz snadno provedeme pouhou
integraci
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odkud

c1=—(x+1)e™ ",

co = —(x —1)e*,

2=5(@—1)
Dosadime za funkce c¢;(z) a ca(z) do vzorce pro partikuldrn{ feseni a vidime, ze parti-
kularni reseni jest
y(x) = c1(z)e® + co(z)e™ =z,

coz jsme ovSem mohli snadno uhddnout pouhym pohledem na zkoumanou rovnici.

Celkové feSeni nehomogenni rovnice je
y(x) =x + C1e” + Cae™ ",

konstanty C; a Cy uréime z okrajovych podminek

coz vede na soustavu rovnic

jejimz feSenim je
[Cl] i { : _e} Fe%} s [_1}
C -1 1 0 20e—-1) | 1]
2 det [1 ﬂ (e )

Extremala je tudiz
1 1
ez = ez —x
x)=x— e e
y(=) 2e—1° "2e-1

aneb

sinh x

Druhou derivaci funkciondlu ¢ spocteme podle predpisu

D20 (y)[h, h] = %D(b(y +th)[A]

t=0

det 1

2

=2 4 (/O ((y + th)h + (y + th)'h' + he””)dz)

coz je kupodivu totéz co plyne z obecné véty:
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Bud & funkciondl zadany pfedpisem

pak je jeho druhy diferencial roven

D2®(y)[h, h] = / b [P ()2 + Qh?] de,

kde
O
oy'oy”’
oo PP A4 (FF
C oydy  dx \oyoy' )’

Muzeme si povsimnout, ze druhd Gateaux derivace je nezdporna, z ¢ehoz je ziejmé, ze
extremala neni? maximizér daného funkciondlu.

Ke zjisténi povahy extremaly pouzijeme nékteré z néasledujicich kritérif

Je-1i y klasické feseni Euler-Lagrange rovnic pro funkcional

b
D(y) = / F(z,y,y")dx,

a je-li pro kazdé z z intervalu [a, b] funkce f(y,z) = F(z,y, z) konvexni, pak
je y minimizér daného funkcionalu.

nebo

Rekneme, ze bod @ je konjugovany k bodu a, pokud mé rovnice (za y se
dosazuje bod podeztely z extrému)

d ., B
~— (PN)+Qh=0

netrividln{ feSen{ s okrajovymi podminkami h(a) = 0, h(a) = 0.

Bud ® funkcionél zadany piedpisem

b
(y) = / F(z,y,y")dz

a necht y splituje nésledujici podminky:
e Funkce y je extremalou funkcionalu @, to jest fesi piislusnou Eulerovu—
Lagrangeovu rovnici.
e Koeficient P je (v bodé extremadly) kladny (resp. zaporny). Presnéji

2 2
P(z,y.y) = 3553y > 0 (resp. P(z,y.9') = 3 553, < 0).
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e Interval (a,b] neobsahuje zddné body konjugované k bodu a.

Pak je y (slabym) minimem (resp. maximem) funkcionédlu ®.
Prvni z kritérif je splnéno, funkce f(y, z) je definovdna jako

fly,2) =y +2* — 2ya,
kde x je libovolny bod z intervalu [—%, O} . Spo¢teme druhy diferencial funkce f a vidime,

ze pro kazdy vektor v € R2 plati
D2f[v,v} =ve LQ) (2)} v >0,

a funkce f je tedy konvexni jak je v prislusném kritériu pozadovéno.

Druhé z kritérii je také zjevné splnéno, nebot v nasem piipadé je P =1, Q = 1 a

piislusnd rovnice pro existenci konjugovaného bodu je tedy (a = f%)
—h" +h =0,
h(a) =0,
h(a) =0,

ale tato rovnice mé pouze trividln{ fesen{ (feSenim rovnice je h(z) = Cye* + Coe™7,
z okrajovych podminek pak plyne, ze obé integraéni konstanty jsou nulové), v intervalu
(—%,0] proto neexistuji konjugované body. Kromé toho jsou ziejmé splnény i ostatni
podminky.

[10] 3. Bud déna posloupnost funkei
fa(z) = (1 —e ™) + ze ™.
Najdéte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu [0, 4+00). Rozhodnéte, zda posloup-
nost { fn}j{i‘i konverguje stejnomérné k f na intervalu J a na intervalu K, kde
a) J = (0,+00),
b) K = [a,+00), kde a € R, @ > 0.

Reseni:
Volme z libovolné, ale pevné z (0, 00), pak zjevné plati, ze

lim fo(z)= lim ((1—-e™"™)+ze ™) =1.

n—+o00 n—-+o0o
Pro x = 0 pak plati
lim f,(z)=0.

n—-+oo

Bodova limita posloupnosti { fn}::z je tedy funkce f definovana predpisem

fla) = {0’ e

1, z € (0,400).
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MiuZzeme si povSimnout, Ze na intervalu [0, +00) je bodova limita nespojita funkce. Funkce
fn Jsou ovSem na témze intervalu spojité, proto neni mozné aby na tomto intervalu stej-
nomérné konvergovaly k funkci f. Okamzité proto muzeme tici, ze zkoumand posloupnost
nekonverguje stejnomérné na intervalu J.

Sledujme vsak standardni postup. Stejnomérnou konvergenci vysetiime s pouzitim ekvi-
valentni charakterizace. Plati véta

Bud {f,}/> C R posloupnost funkci. Posloupnost funkef {f,,}> konver-

n—=

guje pro n — 400 stejnomérné k funkci f na intervalu M, aneb

M
Jn= T,
praveé kdyz pro n — +oo plati
on — 0,
kde

On =def SUP |fn(x) - f(.]?)| .
zeM

Najdéme tedy supremum funkce |f,,(z) — f(z)| na piislusnych intervalech. Zkoumejme
nejprve interval K. Na intervalu K jsou f,(x) i f(x) spojité funkce, proto bude funkce
fau(x) — f(z) na intervalu K nabyvat maxima. Plat{

fal@) = flz) = —e " 4 ae™™ = (z—1)e "
Absolutni hodnotu tedy odstranime takto

(x—1)e™"*, x>1,
—(z—1)e™, z<l1.

[fn(2) = f(2)] :{

Hledejme nyni maximum funkce |f,,(z) — f(z)| na intervalu K N {z € R|z > 1}. Prvn{
derivace je

d —nx
3 (@) = fl@) = e (n +1 —na)

Derivace je tedy rovna nule v bodé eyt = 1+ % Je zjevné, ze nalezeny bod je bodem, ve
kterém zkoumana funkce nabyva uvedeném intervalu maxima. Po dosazeni dostaneme

sup ‘fn(z) - f(JC)‘ = (fn(l') - f('r))LE:fEext

zeKN{z€R|z>1}
_ (1 _ e—n(1+%)) + (1 + 1) e n(14%) _ 1
n

Hledejme nyn{ maximum funkce |f,(z) — f(z)| na intervalu K N {x € R|z < 1}. Prvn{
derivace je

d —n
(@) = @) =~ (41— na),
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Derivace je tedy rovna nule v bodé ey = 1+ % Tento bod vsak nelezi uvniti inter-
valu K N {x € R|x < 1}. Na tomto intervalu tedy funkce nabyvd maxima v nékterém
z krajnich bodu. Jelikoz je funkce na zminéném intervalu zjevné klesajici, maximum se
nabyva v levém krajnim bodé, tedy

sup [fn(z) = f(@)] = (fal@) = f(2)]pee = (1 —a) e

zeKN{zeR|z<1}

Celkem tedy pro interval K dostaneme

1
sup | fn(z) — f(z)| = max { (1 - 67”(1+%)> + (1 + > e n(1ti)s 1, (1—-aw e”"‘} ,
reK n

kde a je pevné cislo. Jest

lim {(1 - e*”(H%)) + <1 T 1) e 1] =0,
n—-+oo n
lim [(1-a)e "] =0,

n—-+oo

a nasledné tedy

sup | fn(z) — f(z)| =0,
reK

coz znamend, ze posloupnost { fn}:ii konverguje stejnomérné k f na intervalu K.

Zkoumejme nyni stejnomérnou konvergenci na intervalu J. Vyuzijeme vyse uvedenych
vypoctu. Opét plati

sup [fn(z) = f(@)] = (fn(@) = f(2)]—0,.,

zeJN{zeR|z>1}
- (1 - e—"<1+%)) + (1 + 1) e m(1+%) _ 1.
n

Na intervalu J N {x € R|z < 1} ovSem musime postupovat opatrné. Vime, ze
sup [fo(@) = f(@)| = sup (I—z)e™™
zeJN{zeR|z<1} zeJN{zeR|x<1}

Narozdil od ptredchoziho piipadu se nyni muzeme s bodem z libovolné pfiblizit nule.
Hodnota suprema musi byt vétsi nez hodnota v jakémkoliv bodé daného intervalu, tedy
naptiklad v bodé z = %, aneb

1
sup (1—z)e ™ > (1 - ) e L.
zeJN{zeR| z<1} n
Pak ovSem
1
sup | ful@) — f@)] > swp (1-x)e > (1 - )
zeJ zeJN{zeR| z<1}
a proto

sup | fu(x) = f(z)| £ 0,
rzeJ

+oo

1 nekonverguje stejnomérné k f na intervalu J.

coz znamend, ze posloupnost {f,}

Neékolik ¢lent posloupnosti { fn}:g je naértnuto na Obrazku 1.
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[10] 4. Rozhodnéte, zda je fada
—_ nx™

stejnomérné konvergentni na mnoziné
a) J=[1,+00),
b) K = [a,+00), a € RT, a > 1.

Dale rozhodnéte, zda je tato fada na uvedenych intervalech absolutné stejnomérné konver-
gentni.

ResSeni:

Vyuzijeme Weierstrass kritérium, které iika:

Bud'te {£,}, 25 a {gn},> posloupnosti funkei, piicemz {g, } > je posloup-

nost nezépornych funkci. Necht plati:

e Rada Zz gn(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M.
fo(@)] < gn(2).

Potom rada ::6 fn(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M.

e Pro kazdé x € M an € N plati

Na intervalu J a tedy i intervalu K zjevné plati, ze

In(1+2nz) In(l42nx) 2 < 2
nx™ 2nx "

Zkoumejme nyni fadu

Tato fada je geometrickd fada, kdykoliv je x € (1,400), tak plati

M M M+1 1\ M+1
2 1 1 1-(3) " Mogeo, 1
P D D D Dl e i A
n=1 n=1 n=0 x T
Navic, je-li z € K, pak je fada 224:1 In% stejnomérné konvergentni. Z Weierstrassova
kritéria proto plyne, ze fada
JFZOO In (1 + 2nz)
nx™
n=1

je na intervalu K stejnomérné konvergentni.

Prozkoumejme nyni stejnomérnou konvergenci na intervalu J. Nejprve zjistime, jestli
rada spliiuje nutnou podminku na stejnomérnou konvergenci, kterd rika:

M
Jestlize fada Z:i'i fn(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M, pak f, = 0.
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Zkoumejme tedy stejnomérnou konvergenci posloupnosti

_ In(1+ 2nx)
N nx"

fn

na intervalu J. Bodova limita je na zkoumaném intervalu nula, navic je posloupnost
na tomoto intervalu posloupnosti nezapornych funkci. Ekvivalentni kritérium pro stej-
nomérnou konvergenci posloupnosti funkei zni

Bud {f,}>% C R posloupnost funkci. Posloupnost funkei {f,}> konver-
guje pro n — 4oco stejnomérné k funkci f na intervalu M, aneb

M
fn j f’
pravé kdyz pro n — +oo plati
opn — 0,

kde

On =def SUP |fn($) - f(fE)| .
zeM

Konkrétné tedy chceme spocist
In(1+ 2nx
swp |fule) ~ f@)] = sup 2LE200)
z€[1,00) z€[1,00) ne

Pouzijeme odhad

In(1+2nz) In(l+2nx)V2nx < V2 < V2

nxn N Nz nx" \/ﬁxn*% - Jn

Vzorové feSeni umisténé na internetové stranky ve étvrtek 16. listopadu bylo
v tomto bodé chybné, omlouvame se. Plati proto

sup | fn(z) = f(z)| =0
z€[1,00)

a posloupnost { fn}:iol tudiz konverguje stejnomérné na intervalu J = [1,+00). Je proto
splnéna nutnd podminka pro stejnomérnou konvergenci fady

+o0
> ful2)
n=1
na intervalu J.
Prozkoumejme platnost Bolzano—Cauchy podminky, ktera fika:
Rada { fn}:ii konverguje stejnomérné na M pravé kdyz

n+p

> filw)

k=n-+1

Ve >0,Ing e NVvne NNVpe NNV e M :n > nyg = <e.
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Pro z € (1, 400) plati

”z*:” In (14 2ka) ”i” In (14200 + Do) _ In(1+2(n + 1)a)
k= v T
k=n+1 ki k=n+1 (n—l—p)xl ? (n+p)x" P
Volmenym’p:na:z::l—kﬁ,pak

Jn(+2(n4 D) In (1+2(n+1)(1+4))

Inrn 9 (1 + %)271
_ In (4—|— 2n —|—2§) > In (4—|—2n+ %) n—-foo oo,
2(1+£) 2e

z ¢ehoz plyne, ze 1ze zvolit € tak, ze pro libovolné ng jsme schopni najit n, p a x tak, aby

n-+p

> ful)
k=n

Bolzano—Cauchy podminka tedy neni splnéna a rada tedy neni na intervalu J stej-
nomeérné konvergentni.

> €.

Piipadné muzeme jednoduseji postupovat i takto. (PovSimnéte si, ze pfedchozi postup
Ize na rozdil od néledujiciho postupu uplatnit i v pripadé, ze zkoumame pouze interval
(1,+00) a nikoliv interval [1,+00).) Zkoumejme rovnou fadu

*f In (1 + 2nz)
nx"
n=1
a dosadme za x = 1. Pak je
i’" In(1+2n2)| *f In (1 + 2n)
nam" N n ’
n=1 r=1 n=1

coz je ovSem divergentni ¢iselna fada. Zkoumana fada tedy nekonverguje stejnomérné
na intervalu J.
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Obréazek 1: Posloupnost {f,,}7°5.



